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Zusammenfassung
Im Rahmen dieser Arbeit wurde theoretisch untersucht, inwieweit an einzelnen gespei-
cherten Ionen Grundlagenexperimente zu Quanteneffekten durchgefu¨hrt werden ko¨nnen
und mit welchen Resultaten dabei zu rechnen ist. Angeregt von Untersuchungen an
Atomstrahlen [1] konnten konkrete Vorhersagen u¨ber den Einfluss eines Resonators auf
die Energieniveauverschiebungen eines gespeicherten In
 
-Ions getroffen werden. Bei
realistisch angenommenen experimentellen Parametern wurde zum einen numerisch
gezeigt, dass diese Verschiebung sehr gut nachgewiesen werden kann. Zum anderen
wurden aber auch die bisher verwendeten analytischen Na¨herung weiter verfeinert. Das
zugeho¨rige Experiment befindet sich gerade im Aufbau.
Im Rahmen der Untersuchung von Koha¨renzeffekten der inneren Freiheitsgrade konnten
bislang nicht bekannte Zusammenha¨nge zwischen
”
Autler-Townes-Splitting“ und dem
gerade in ju¨ngster Zeit vielfach diskutiertem
”
Coherent-Population-Trapping“ hergestellt
werden. Diese ermo¨glichen ein tieferes Versta¨ndnis der Natur der beiden Effekte, sowie
eine klare Trennung der jeweiligen Parameterra¨ume. Hierbei stellte sich heraus, dass
gerade das gespeicherte In
 
-Ion ein ideales System zum experimentellen Nachweis dieser
Zusammenha¨nge darstellt.
Im weiteren Verlauf der Arbeit wurden stets Systeme aus zwei oder mehr Ionen betrachtet.
Die Frage inwieweit Wechselwirkungen von einzelnen Ionen die im Fluoreszenzlicht
derartiger Systeme beobachteten Hell- und Dunkelphasen beeinflusst, wurde hier unter-
sucht. Dabei wurde nachgewiesen, dass diese Wechselwirkungen gerade dann beobachtet
werden ko¨nnen, wenn das Fluoreszenzlicht der Ionen derart aufgelo¨st wird, dass es den
einzelnen Ionen zugeordnet werden kann. Im gegenteiligen Fall konnte gezeigt werden,
dass als Konsequenz des Quanten-Zeno-Effekts der Nachweis der Wechselwirkungen
unmo¨glich wird. Dieser Zusammenhang zwischen der Dipol-Dipol Wechselwirkung und
der optischen Auflo¨sung des Fluoreszenzlichts wurde hier zum ersten Mal theoretisch
nachgewiesen.
Daru¨berhinaus wurden auch Interferenzeffekte in der Einzelphotonenstatistik von an zwei
oder mehr Ionen gestreutem Laserlicht gefunden. Diese wurden analytisch fu¨r beliebige
Laserintensita¨ten und Einfallswinkel, bei frei wa¨hlbarer Position des betrachteten De-
tektors, berechnet. Diese Rechnungen zeigen die sehr weitreichende Analogie zwischen
iv
vYoung’schen Doppelspaltexperiment und dem hier untersuchten System, wobei aber auch
die Quantennatur der berechneten Effekte bewiesen werden konnte. Erstaunlicherweise
besitzt das gestreute Licht je nach Streuwinkel vo¨llig unterschiedliche statistische Eigen-
schaften, wozu es kein klassisches Analogon gibt. Die Ursache fu¨r diese Effekte, welche
ohne Wechselwirkung der einzelnen Ionen zustande kommen, ist die Verschra¨nkung der
Ionen durch die Reduktion des Systemzustands als Folge der Detektion. Die Erweiterung
dieser Rechnungen auf Ionenketten zeigt ebenfalls sehr starke Quanteninterferenzen.
Dabei wurde nachgewiesen, dass es als Folge von geeigneter Detektion mo¨glich ist auch
mehrere gespeicherte Ionen sehr einfach in einen verschra¨nkten Zustand zu bringen.
Sa¨mtliche im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Effekte sind auch im experimentell
zuga¨nglichen Bereich. Die konkrete Umsetzung ist bereits am Max-Planck-Institut fu¨r
Quantenoptik in Vorbereitung.
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Innere Dynamik gespeicherter Ionen
1.1 Ionenfallen
Die Technologie des Speicherns und Ku¨hlens einzelner Ionen hat sich in den letzten Jahren
mit sehr großen Schritten weiterentwickelt. Seit zum ersten Mal 1958 die Speicherung von
Ionen in einem mit Radiofrequenz oszillierendem Quadrupolfeld demonstriert wurde [2],
gab es immer wieder grundlegende Experimente, welche diese Technik benutzten, um
Zugang zu den Eigenschaften einzelner Atome zu finden [3–6]. Die Ionen ko¨nnen dabei
Ionenfalle
Kühllaser
Abbildung 1.1: Ionenfalle und Laserku¨hlung
u¨ber Tage an ihrem Ort festgehalten werden. Am Max-Planck-Institut fu¨r Quantenoptik
werden seit Jahren Effekte an Magnesium-, Kalzium- und Indiumionen untersucht [7–11],
wobei es auch mo¨glich ist, die Ionen in den Grundzustand des sie einschließenden
Potentials zu ku¨hlen [12]. Da dieses Potential in guter Na¨herung dem eines dreidimen-
sionalen harmonischen Oszillators entspricht, sind dessen Eigenschaften gut bekannt,
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die Temperatur eines Ions liegt dort im Bereich von unter 100  . Derartig niedrige
Temperaturen ko¨nnen nur mit Laserku¨hlung [13–15] erzeugt werden. Diese beruht darauf,
dass bei der Wechselwirkung eines Ions mit Laserlicht geeigneter Wellenla¨nge Photonen
absorbiert werden, deren Energie niedriger ist als diejenige der vom Ion wieder emittierten
Photonen. Diese Energiedifferenz wird der kinetischen Energie des Ions entzogen, das Ion
wird geku¨hlt.
In einem derartigen System ko¨nnen die Ionen als gut lokalisiert angenommen werden,
die a¨ußeren Freiheitsgrade des Systems sind dabei stabil. Gerade solche
”
Modellsyste-
me“ sind jedoch erforderlich, um die innere, die elektronischen Freiheitsgrade betreffende,
Dynamik von Ionen zu betrachten. Insofern sind gespeicherte geku¨hlte Ionen ein ideales
System um Quanteneffekte auf unmittelbare Weise sichtbar zu machen. So wurden auch
Quantenspru¨nge von einzelnen Ionen nachgewiesen, welche vorher nur in theoretischen
Modellen angenommen wurden [16–23]. Allgemein zeigt sich, dass mit dieser Techno-
logie die grundlegenden
”
Gedankenexperimente“ der Quantenmechanik der ¨Uberpru¨fung
durch ein
”
Laborexperiment“ zuga¨nglich gemacht werden ko¨nnen.
1.2 Hamiltonoperator
Fu¨r die Analyse der inneren Dynamik von gespeicherten Ionen ist es no¨tig, den Hamil-
tonoperator des Systems zu kennen. Die Betrachtung kann unter der Annahme, dass die
a¨ußeren Freiheitsgrade stabil sind, auf den Wechselwirkungshamiltonoperator der Ionen
mit dem elektromagnetischem Strahlungsfeld reduziert werden. Dabei werden die Ionen
als fest lokalisiert angenommen.
Nach der von Power und Zienau fu¨r ein System von Atomen im Strahlungsfeld eingefu¨hr-
ten Transformation [24, 25] la¨sst sich der Hamiltonoperator in Dipolna¨herung in der Form
	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
 ist dabei der ungesto¨rte Hamiltonoperator der einzelnen Atome sowie des Strahlungs-
feldes,

ist der transversale Anteil des elektromagnetischen Feldes am Ort @

des A -ten
Atoms mit Dipolmoment 

.
Bei den weiteren Umformungen soll zuna¨chst von 2-Niveau-Atomen ausgegangen werden,
die Erweiterung auf mehrere Niveaus erfolgt am Ende durch Summation u¨ber die Einzel-
terme. Die Modenexpansion
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B-C DFE
G=HJI
Abbildung 1.2: Ansammlung von Atomen im Strahlungsfeld


 K
 ML

 KON
L

QPffi R SUT
ff)V

?WYX[Z=\
V
Z]\;^=_
Z*` a

h.c. (1.3)
des elektromagnetischen Feldes sowie folgende Form des Dipoloperators
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ermo¨glichen die weitere Vereinfachung des Hamiltonoperators. Hierbei ist
V
Z]\ der Polari-
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so findet man unter Verwendung der Rotating-Wave-Approximation 1:
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1Im vorliegenden Fall wurden die Terme }=~0q und }
~0


vernachla¨ssigt. Eine detaillierte Analyse der
Rotating-Wave-Approximation findet man in [26], Appendix A.
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Diese Darstellung (1.6), welche auch die Dipol-Dipol-Wechselwirkung beinhaltet, soll die
Grundlage aller weiteren Berechnungen sein. Im Besonderen sollen dabei die spontanen
Emissionen des Systems behandelt werden.
Zum einen soll eine Darstellung fu¨r die Zeitentwicklung eines beliebigen Zustandsvektors
unter der Bedingung, dass im System keine spontane Emission von Photonen stattfindet,
gefunden werden. Diese ist die Grundlage fu¨r die durchgefu¨hrten Quanten-Monte-Carlo-
Simulationen, welche eine Analyse der inneren Dynamik des Systems ermo¨glichen. Zum
anderen soll die Dynamik der atomaren Freiheitsgrade aber auch mit Hilfe der Master-
gleichung fu¨r den Dichteoperator betrachtet werden. Damit wird die quantenstatistische
Behandlung des vorliegenden Systems auch ohne numerischen Simulationen ermo¨glicht.
1.3 Mastergleichung
Um die Eigenschaften der spontanen Emissionen eines Systems aus mehreren Atomen zu
betrachten, ist es sinnvoll, die von der Mastergleichung fu¨r den Dichteoperator gegebene
Quantenstatistik zu analysieren [28–31]. Deshalb soll neben dem Hamiltonoperator (1.6)
auch die Mastergleichung des Systems bestimmt werden.
Der Dichteoperator des gesamten Systems aus Atomen und elektromagnetischem Feld ist
gerade [26, 27] /
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wobei u¨ber alle Anteile  d
d
Ł
r
hffi
r
des Gesamtzustands mit jeweiligen statistischen Gewich-
ten

$(
summiert wird. Interessiert man sich fu¨r die Eigenschaften eines Teils des Ge-
samtsystems, so bildet man die Spur u¨ber die Freiheitsgrade des anderen Teils und erha¨lt
damit die reduzierten Dichteoperatoren. In hier betrachteten Fall sind dies der Atomanteil

und der Feldanteil
[
. So definiert man
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Der Dichteoperator erfu¨llt die Schro¨dingergleichung und so folgt
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Dies fu¨hrt im Wechselwirkungsbild fu¨r den laplace-transformierten Dichteoperator 


wei-
ter zu [26]
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Geht man weiterhin davon aus, dass fu¨r die betrachteten Zeitskalen und Atomabsta¨nde
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¶ , dann la¨sst sich die Markov-Approximation anwenden.
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Nimmt man weiterhin den Grenzwert fu¨r beliebig große Ê so kann die Summation u¨ber Ë
durch Integration u¨ber ein Modenkontinuum ersetzt werden2:

Z=\
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W
$Ìffffifl(
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Í,/.?Î

\
(1.16)
Damit folgt3:
2Die hier entstehenden Integrationen, welche auch u¨ber Pole fu¨hren, sind im weiteren Verlauf stets als
Hauptwertintegrale zu verstehen.
3Hier wurde noch der Anteil des Hamiltonoperators des freien Elektrons [24] beru¨cksichtigt. Außerdem
wurden diejenigen Terme vernachla¨ssigt, deren Beitrag proportional zu Ï7ÐÒÑÓ¤ÔÖÕ ist [32].
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wobei Ý gleich dem Winkel zwischen  und dem Raumwinkel ç und
Î


l
éè ê
ist. Hierbei
wurde angenommen, dass die Dipolmomente der einzelnen Atome gleich ausgerichtet sind.
Diese Ausdru¨cke ko¨nnen, wie im weiteren Verlauf dieser Arbeit noch ausgefu¨hrt werden
wird, leicht auch an vera¨nderte Randbedingungen angepasst werden. Dies ist etwa bei der
Modifikation des System durch eine Cavity erforderlich. Der Ausdruck
¥
rJr
steht gerade
fu¨r die Lambshift, welche weiter nur durch Renormierung [33] oder durch Einfu¨hren einer
Abschneidefrequenz [34, 35] bestimmt werden kann. Hier soll im folgenden ¥
r
nur fu¨r£æ

A betrachtet werden.
Geht man vom nicht modifizierten Vakuum aus, so lassen sich die verbleibenden Integrale
analytisch lo¨sen, woraus folgt:
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Sowohl 
r
als auch
¥
r
weisen mit dem Atomabstand
&]r
oszillierendes Verhalten auf. Die
Periodizita¨t ist gerade die ¨Ubergangswellenla¨nge zwischen d
dpf)h
und d
d
j
h
. Die Einhu¨llende
des Betrags fa¨llt fu¨r gro¨ßere Atomabsta¨nde wie
¯
ø
± ²
ab, weshalb fu¨r große Atomabsta¨nde
diese Wechselwirkungen fu¨r die Dynamik keine Rolle mehr spielen.
Wa¨hrend aber fu¨r sehr kleine Atomabsta¨nde 
r
gegen
Ù
konvergiert, so divergiert
¥
r
fu¨r
geeignete
Ý
. Allerdings sei darauf hingewiesen, dass die Na¨herungen, welche zu (1.19)
gefu¨hrt haben fu¨r beliebig kleine
&]r¤
ungu¨ltig werden, insbesondere ist es dann nicht mehr
gerechtfertigt die Atome wie Punktdipole zu behandeln.
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Fu¨r die gesamte Mastergleichung folgt damit nach Ru¨cktransformation ins Schro¨dingerbild
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wobei die urspru¨ngliche ¨Ubergangsfrequenz T durch T 
  T

¥
rJr
, also der ¨Ubergangs-
frequenz mit Lambshift, ersetzt wurde.
Diese Form der Mastergleichung la¨sst sich auch sehr gut fu¨r ein System aus Multilevela-
tomen verallgemeinern, dazu mu¨ssen die auftretenden Summen nur u¨ber alle mo¨glichen
¨Uberga¨nge gebildet werden, der Rest der Rechnung wird dadurch nicht beru¨hrt. Mit den
Definitionen
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sowie den renormalisierten Energieniveaus von T
i
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its
T
jvu
k
s
l
) fu¨r den Zustand
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Diese Mastergleichung beschreibt die gesamte Dynamik der atomaren Freiheitsgrade unter
der Voraussetzung, dass sich das elektromagnetische Feld zur Zeit ¶ 

im Vakuumzu-
stand befindet. Die Dipol-Dipol-Wechselwirkung wird durch die Koeffizienten  ij
r
und
¥
ij
r
fu¨r
»æ

A beschrieben wa¨hrend
ff

ij
rJr
gerade die Zerfallsrate von d
d
k
h
³
d
d
l
h
ist und
”
Fermis Goldener Regel“ entspricht.
1.4 Atom-Laser-Wechselwirkung
Im Gegensatz zu den vorhergehenden Abschnitten soll sich das elektromagnetische
Feld im Weiteren nicht mehr im Vakuumzustand befinden. Es wird angenommen, dass
sich die Atome in einem Laserfeld befinden welches resonant zu einem der atomaren
¨Uberga¨nge ist. Da die Atom-Laser-Wechselwirkung fu¨r jedes Atom von den anderen
Atomen unabha¨ngig ist, kann sie auch nur fu¨r ein einzelnes Atom betrachtet werden und
dann als Summe der einzelnen Wechselwirkungen in die bisherigen Formeln integriert
8
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werden.
Wie schon in (1.1) so wird auch hier die Wechselwirkung des einzelnen Atoms mit dem
elektromagnetischem Feld durch den Wechselwirkungshamiltonoperator



y§


 (1.25)
beschrieben, wobei das Feld aus einer Mode des Feldes in (1.3) besteht. Nach Wahl geeig-
neter Koordinaten4 gilt nun [36, 37]:
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Ë und  beschreiben hier die vom Laser angeregte Mode,  bÌc ist das Dipolmatrixelement
der Zusta¨nde d
dgf)h
und d
d
j
h
.
Befindet sich die Lasermode in einem koha¨renten Zustand mit großer mittlerer Photonen-
zahl (
i
h
·
Ù
), so la¨sst sich der Hamiltonoperator (1.25) mit
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vereinfachen.


heißt die Rabifrequenz5 des Atom-Laser-Systems, und wird im Folgen-
den als einziger Parameter fu¨r die Leistung des Laser angesehen.
Um die Wirkung eines Lasers auf ein Atom zu verstehen ist es sinnvoll die zeitliche Ent-
wicklung eines Atoms unter Vernachla¨ssigung des spontanen Zerfalls zu betrachten. Fu¨r
ein Atom im Zustand
Ł
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gilt mit der Schro¨dingergleichung:
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(1.30)
4Hierbei wird implizit angenommen, dass es sich bei dem angenommen Laserfeld nicht um ein stehendes
Feld handelt.
5Wie in der Literatur, so wird auch im weiteren Text dieser Arbeit auch QŁ als Rabifrequenz bezeichnet,
die Notation bleibt jedoch eindeutig.
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Offensichtlich wird dieses System unter der Annahme, dass das Atom zur Zeit ¶ 

im
Grundzustand ist, durch
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gelo¨st. Fu¨r die Populationen gilt damit
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(
. Dieses
oszillatorische Verhalten der Populationen mit der Periode 

nennt man Rabioszillatio-
nen.
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Abbildung 1.5: Rabioszillationen der atomaren Freiheitsgrade
In der Mastergleichung eines Systems von Atomen (1.24) fu¨hrt ein Laser, welcher resonant
zum atomaren ¨Ubergang d
d§
b
h
³
d
d§
c
h
mit oben angenommenen Eigenschaften eingestrahlt
wird, einfach zu zusa¨tzlichen Termen, so dass gilt [38]:
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Bei gleichzeitiger Einstrahlung mehrerer Laser, deren Wellenla¨nge ausreichend unter-
schiedlich ist, wird obige Summation in der Mastergleichung einfach u¨bertragen. Damit
lassen sich nun allgemein Mehratomsysteme beschreiben, welche mit resonanten Lasern
wechselwirken.
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1.5 Spontanemission und Resonanzfluoreszenz
Die Diskussion u¨ber Quantenspru¨nge wurde viele Jahre gefu¨hrt, zeitlich nichtstetige Pro-
zesse entsprechen nicht der menschlichen Intuition und wurden deshalb vielfach als Ar-
gument fu¨r die Unvollsta¨ndigkeit der Quantentheorie verwendet. Erst seit von der Theorie
mit Quanten-Monte-Carlo-Simulationen vorhergesagte Effekte [16–20] auch am einzelnen
Atom nachgewiesen wurden [21–23], scheinen Quantenspru¨nge auch von Kritikern der
Quantentheorie akzeptiert zu werden. Unter der spontanen Emission eines Photons durch
ein Atom versteht man einen ¨Ubergang des Atoms in den elektronischen Freiheitsgraden
bei gleichzeitiger Anregung des Strahlungsfeldes. Dabei ko¨nnen auch andere Freiheitsgra-
de des Atoms, wie etwa der Impuls, vera¨ndert werden, im Allgemeinen handelt es sich
dabei jedoch immer um Prozesse der Form
d
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(1.33)
wobei die Indizes ³ und ´ die Zusta¨nde des Atoms bzw. des Strahlungsfeldes kennzeich-
nen. Fu¨r die Beschreibung der im Weiteren untersuchten Effekte ist es ausreichend die
Emission eines 2-Niveau Atoms ohne Beru¨cksichtigung nicht-elektronischer Freiheitsgra-
de des Atoms zu betrachten. Die zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeit das Atom,
ohne Wechselwirkung mit einem Laserfeld, im angeregten Zustand d
dJf)h
zu finden, la¨sst sich
leicht aus der Mastergleichung (1.24) bestimmen. Man findet [38, 39]
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was auch dem exponentiellen Zerfallsgesetz von Weisskopf und Wigner [40] entspricht.
Um das Spektrum des spontanen Zerfalls zu bestimmen, lo¨st man die Schro¨dingerglei-
chung (1.6) fu¨r den Ansatz
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und findet unter Vernachla¨ssigung der auftretenden Levelshifts 6
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Daraus folgt die Energieverteilung der emittierten Strahlung, es handelt sich dabei um
eine Lorentzfunktion mit der Linienbreite  , welche auch als die natu¨rliche Linienbreite
des ¨Ubergangs bezeichnet wird. Auf die weiteren spektralen Eigenschaften, wie sie etwa
bei Wechselwirkung mit Laserlicht oder unter Vera¨nderung der kinetischen Freiheitsgrade
auftreten, soll im weiteren Verlauf dieser Arbeit jedoch nicht eingegangen werden 7
6Die Rolle der Levelshifts wird eingehend in [41] diskutiert
7Emissions- und Absorptionsspektren wurden in der Literatur vielfach untersucht, deshalb sei hier auf
[37] verwiesen.
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Abbildung 1.6: Die Energieverteilung von spontan emittierten Photonen wird durch eine Lorentz-
funktion beschrieben, deren Breite von der Spontanemissionsrate ÅÆ. abha¨ngt.
Die hier als kurze Ableitung des Hamiltonoperators und der Mastergleichung angegebe-
nen Formeln fu¨r die Wechselwirkung von Atomen mit dem quantisierten Strahlungsfeld
ko¨nnen ebenso mit einer klassischen Behandlung des Feldes gefunden werden. Insbeson-
dere ist das Zerfallsgesetz keine Folge der Feldquantisierung. Aus (1.33) wird jedoch auch
klar, dass sich ein 2-Niveau-Atom, welches ein Photon emittiert hat sich im Grundzustand
befindet und deshalb keine weitere Emission mehr stattfinden kann. Dies ist mit klassischer
Elektrodynamik jedoch nicht zu erkla¨ren.
Betrachtet man nun ein 2-Niveau-Atom, welches von einem Laser resonant getrieben wird
und dabei spontan emittiert, so folgt nach Lo¨sung von (1.32) fu¨r die Entwicklung von
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Hier wurde angenommen, dass
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Offenbar strebt das System aus Atom und Laser einem Gleichgewichtszustand, dem
”
sta-
tiona¨ren Zustand“ des Systems, zu fu¨r welchen gilt:
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Befindet sich ein System in einem reinen Zustand d
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so folgt aus (1.8):
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Abbildung 1.7: Anregung eines Atoms in Abha¨ngigkeit der Leistung des resonant treibenden La-
sers
Fu¨r obigen stationa¨ren Zustand gilt jedoch
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Î©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. Damit beschreibt dessen Dich-
teoperator ein statistisches Gemisch von d
dpf)h
und d
d
j
h
, obwohl sich das Atom zur Zeit ¶ 

in dem reinen Zustand d
d
j
h
befand. Dieses Auftreten von statistischen Gemischen ist eine
Konsequenz des spontanen Zerfalls. In einem System, in welchem dieser vernachla¨ssigt
wird, entwickelt sich ein reiner Ausgangszustand auch zu einem reinen Endzustand (siehe
(1.31)).
1.6 Strahlungsintensita¨t und Photonenkorrelationen
Die Intensita¨t am Ort Ú der von einem System von 2-Niveau-Atomen emittierten Strahlung
wird gewo¨hnlicherweise als Erwartungswert des Photonenflusses pro Einheitsraumwinkel
um den Ort Ú angegeben. Dieser la¨sst sich mit den zugeho¨rigen E-Feld-Operatoren aus
(1.3) beschreiben, wobei ausschließlich der Anteil der positiven Frequenzen Û
K
 ML
betrach-
tet wird. Man definiert [37]:
Ü
$
Ú
8
¶
(
l

Ù
SUT
i
Û
KÃN
L
$
Ú
8
¶
(
Û
K
 ML
$
Ú
8
¶
(
h
(1.40)
Hierbei wurde Û
KÃN
L
$
Ú
8
¶
(
l

u
Û
K
 ML
$
Ú
8
¶
(
w
«
verwendet.
Mit der Fernfeldna¨herung fu¨r den Dipoloperator la¨sst sich die Intensita¨t auch auf die ato-
maren Operatoren k x
r
zuru¨ckfu¨hren [26, 42], fu¨r die Intensita¨t findet man damit:
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Ý
soll hierbei der Winkel zwischen Ú und  sein.
Interessiert man sich hingegen fu¨r die statistischen Eigenschaften der emittierten Photo-
nen, so vernachla¨ssigt man Retardierungseffekte und verwendet die dimensionslose Kor-
relationsfunktion erster Ordnung. Diese unterscheidet sich nur um einen Vorfaktor von der
Intensita¨t und wird als
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definiert.
Fu¨r eine tiefere statistische Betrachtung der emittierten Photonen ist es weiterhin sinnvoll
auch bedingte Wahrscheinlichkeiten miteinzubeziehen. Diese werden von der Korrelati-
onsfunktion zweiter Ordnung beschrieben, welche mit
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definiert ist [37]. Da fu¨r die weiteren ¨Uberlegungen die absoluten Photonenza¨hlraten von
untergeordneter Bedeutung sind, soll nur die normalisierte Korrelationsfunktion zweiter
Ordnung
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verwendet werden. Diese la¨sst sich unter Verwendung des Quantenregressionstheorems
[43, 44] direkt in den Ausdruck
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u¨berfu¨hren. 
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ist die Wahrscheinlichkeit der Detektion eines Photons zur Zeit ¶ am
Ort Ú und
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die bedingte Wahrscheinlichkeit der Detektion zur Zeit ¶
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am Ort Ú
+
unter der Bedingung einer Detektion zur Zeit ¶ am Ort Ú
¯
. Diese Darstellung
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liefert damit unmittelbar die Bedeutung von
j
K
+
L
.
Benutzt man zur Analyse des emittierten Lichts nur einen Detektor, so nennt man Licht
mit der Eigenschaft
j
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ãÚ
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s
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gebuncht und mit
j
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+
L
$
Ú
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ãÚ
80(ñð Ù
antige-
buncht. Diese intuitive Namensgebung liefert auch eine anschauliche Interpretation derj K +
L
-Funktion, welche mit Ergebnissen von Experimenten [9, 45] und Quanten-Monte-
Carlo-Simulationen [14, 46] untermauert wird (Abb. 1.8).
a) b)
t t
Abbildung 1.8: Photonendetektionszeiten von (a) antigebunchtem (b) und gebunchtem Licht in der
Emission von 2 Atomen
Ein einzelnes von einem Laser getriebenes 2-Niveau Atom zeigt offensichtlich totales An-
tibunching (
j
K
+
L
$
Ú
8Ö
ãÚ
80U(

óò
Ú ), da nach einer Emission zur Zeit ¶ 

fu¨r jede weitere
Emission eine neue Anregung durch den Laser no¨tig ist. Dies wurde auch am einzelnen
Atom bereits von Diedrich et al. 1987 [9] experimentell gezeigt. Die Messung von Photo-
nenkorrelationen ist jedoch immer noch eine schwierige experimentelle Aufgabe, welche
aber von der Entwicklung immer effizienterer Detektoren zunehmend erleichtert wird. Fu¨r
2 Atome gibt es bereits Messungen von Wineland et al. [45], allerdings werden dabei die
Emissionen u¨ber den gesamten Raumwinkel aufaddiert, was zu einem Verlust an Informa-
tion u¨ber das System fu¨hrt. Dies soll in Kapitel 4 noch ausfu¨hrlicher behandelt werden.
1.7 Quantensprungmethode
Die spontanen Emissionen eines Systems sind nicht exakt zeitlich vorherzusagen. Diese
grundlegende Folge der Quantenmechanik hat natu¨rlich zur Folge, dass die Theorie nur
Aussagen u¨ber Wahrscheinlichkeiten machen kann. Die Verfu¨gbarkeit von genu¨gend
leistungsfa¨higen Computern legt jedoch eine Simulation des Systems nahe, in der ein
Zufallsgenerator die fehlende Lu¨cke schließt. Derartige Simulationen werden treffender-
weise Quanten-Monte-Carlo-Simulationen genannt [47–51].
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Die im Rahmen dieser Arbeit erstellten Programme verfolgen alle die selbe Grundidee.
Ausgehend von einem reinen Zustand des simulierten Systems wird die Entwicklung
des Zustands unter der Voraussetzung berechnet, dass keine Emission stattfindet. Nach
jedem Schritt dieser Berechnung wird die Wahrscheinlichkeit einer Emission bestimmt
und mit dem Zufallsgenerator entschieden, ob ein weiterer Zeitschritt ohne Emission
berechnet wird, oder eine, der jeweiligen Emission entsprechende, Reduktion des Zustands
durchgefu¨hrt wird.
Die Entwicklung des atomaren Zustandes d
d Ł h
unter der Voraussetzung, dass keine Emis-
sion stattfindet, wird von einer modifizierten Schro¨dingergleichung beschrieben, welche
statt des vollsta¨ndigen Hamiltonoperators nur einen bedingten Hamiltonoperator  cond
beinhaltet. Dies wird in [47] im Detail diskutiert. Es gilt
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Der bedingte Hamiltonoperator beschreibt die Entwicklung eines Unterraums des gesam-
ten Zustandsraums, in dem das Strahlungsfeld konstant ist. Fu¨r die hier auftretenden Fra-
gestellungen geht man vom Vakuum aus, welches erhalten bleiben soll. Fu¨r ein System,
welches durch den Hamiltonoperator (1.6) beschrieben wird, findet man im Wechselwir-
kungsbild [48]:
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Die Indizes i,j kennzeichnen dabei die Atome und
k
8él
die Niveaus, wobei gelten soll
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sind wie in (1.24) definiert. Soll das System auch noch von einem
oder mehreren Lasern getrieben werden, so wird zum bedingten Hamiltonoperator noch
der jeweilige Wechselwirkungshamiltonoperator des Atoms mit dem Laserfeld addiert. Mit
Wechselwirkung mit Lasern schreibt sich der bedingte Hamiltonian folgendermaßen [52]:
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Die ¨Uberga¨nge, auf denen eine Wechselwirkung mit einem Laserfeld stattfindet, werden
hier mit  und  indiziert.
Die typischen Zeitskalen der Entwicklung des Systems sind nach (1.46) und (1.48) durch¯
µ
nqp
õ ÷
und
¯

 


gegeben. Da die Zeitschritte in den verwendeten Simulationen ohnehin viel
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kleiner sein mu¨ssen, ist es in jedem Falle ausreichend fu¨r die Zeitentwicklung die lineare
Approximation
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(1.49)
zu verwenden.
Daru¨berhinaus beno¨tigt man noch die Wahrscheinlichkeiten fu¨r die jeweils angenommene
Detektion. Diese ha¨ngen aber vom gewa¨hlten Schema der Detektion ab und werden in
den spa¨teren Abschnitten von Fall zu Fall bestimmt. Die ¨Ubereinstimmung von Quanten-
Monte-Carlo-Simulationen mit experimentellen Daten wurde schon vielfach gezeigt [51],
so dass man hier ein theoretisches Hilfsmittel zur Verfu¨gung hat, welches die Analyse
der zu untersuchenden Systeme grundlegend vereinfacht. Fu¨r eine weitere Analyse dieses
Verfahrens sei hier zudem noch auf [53] verwiesen.
1.8 Verschra¨nkung von Ionenpaaren
Die mo¨glichen Quantenzusta¨nde von Ionenpaaren liegen im Tensorprodukt 
l


¯
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+
der Zustandsra¨ume der einzelnen Ionen [54]. Aus den diskreten gebundenen elektroni-
schen Zusta¨nden der einzelnen Ionen mit den zugeho¨rigen vollsta¨ndigen Basen
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) la¨sst sich eine Basis des Produktraumes definieren und jeder Zustand d
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Diese Konstruktion des Zustandsraums beinhaltet jedoch auch die Existenz von Zusta¨nden,
welche nicht als Produkt der Zusta¨nde der einzelnen Ionen dargestellt werden ko¨nnen [54].
Der Zustand
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ist nur eines der einfachsten Beispiele dafu¨r. Derartige Zusta¨nde d
d
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, fu¨r die gilt
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(1.52)
nennt man
”
verschra¨nkte“ Zusta¨nde8 [55]. Die selbstversta¨ndliche Existenz von Ver-
schra¨nkung in der Quantentheorie hat seit deren Entwicklung zu einer intensiven
8Im Allgemeinen ist die Bedingung der Verschra¨nkung von den Freiheitsgraden abha¨ngig, welche ver-
schra¨nkt werden sollen. Im Rahmen dieser Arbeit sollen jedoch ausschließlich die diskreten elektronischen
Freiheitsgrade von Ionen betrachtet werden.
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Diskussion u¨ber die Richtigkeit einer derartigen Theorie, weit u¨ber die Physik hinaus,
gefu¨hrt. Die Entwicklung der Bellschen Ungleichungen [56] und deren ¨Uberpru¨fung,
sowie die Erzeugung von verschra¨nkten Zusta¨nden im Allgemeinen, sind sehr intensiv
bearbeitete laufende Forschungsprojekte [57–64].
In der konkreten Behandlung von Ionenpaaren geht man vielfach zum Dichteopera-
torkalku¨l u¨ber, welcher fu¨r die Produktzusta¨nde von 2-Niveau-Ionenpaaren folgende
Darstellung liefert:
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(1.53)
Die Separabilita¨t9 eines beliebigen Zustands dieses Systems kann mit dieser Darstellung
sehr gut u¨berpru¨ft werden, was im weiteren Verlauf dieser Arbeit no¨tig sein wird.
Die Verschra¨nkung von Systemen kann auch zu nichtklassischen Korrelationen fu¨hren.
Betrachtet man etwa einen Zustand d
d
¯
+
h
wie in (1.51), so findet man jedes Ion mit der
Wahrscheinlichkeit
¯
+
im angeregten Zustand. Nach einer Messung von Ion 1 im angeregten
Zustand hinterla¨sst man Ion 2 mit Wahrscheinlichkeit
Ù
im Grundzustand. Da dies nicht
vom Abstand der Ionen abha¨ngig ist, sondern ausschließlich vom Ausgangszustand d
d
¯
+
h
,
existieren fu¨r diesen Zustand nicht-lokale Korrelationen zwischen den beiden Ionen. Die
Untersuchung von solchen Korrelationen wird in den Abschnitten 3 und 4 noch detaillierter
durchgefu¨hrt werden.
9Unter Separabilita¨t versteht man die Darstellbarkeit eines Dichteoperators Tensorprodukt von Dichte-
operatoren aus den zugrundeliegenden einzelnen Zustandsra¨umen
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Effekte von Einzelionen
2.1 Modendichte in der Resonator-QED
Im vorherigen Kapitel wurde immer davon ausgegangen, dass sich die betrachteten Atome
im freien, unendlich ausgedehnten Raum befinden. Dies sind spezielle Randbedingungen,
die entsprechende Auswirkunge auf die Energieniveaus und die Emissionsraten von Ato-
men haben. Werden nun diese Randbedingungen gea¨ndert, so vera¨ndern sich auch die zu-
geho¨rigen spektralen Eigenschaften der Atome. Dies ist eine Folge der Quantisierung des
Vakuumfeldes, weshalb die Untersuchung dieser Abha¨ngigkeiten einen Test der Quanten-
elektrodynamik liefert.
Abbildung 2.1: Ion in einem konfokalen Resonator
Will man ein System unter vera¨nderten Randbedingungen, wie etwa in einem Resonator
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untersuchen, so ist es naheliegend, den ¨Ubergang von der diskreten zur kontinuierlichen
Modenstruktur (1.16) na¨her zu betrachten. Im allgemeinsten Fall von beliebigen Randbe-
dingungen ist dieser ¨Ubergang nur numerisch zu beschreiben, im Fall von planparallelen
Oberfla¨chen des Resonator gibt es jedoch auch sehr aufwendige analytische Betrach-
tungen [65, 66]. Fu¨r diese Arbeit soll jedoch nur der Fall eines konfokalen Resonators
diskutiert werden, was eine weitgehend analytische Theorie ermo¨glicht. Zudem sorgt
die, bei dieser Geometrie auftretende, Modenentartung [67–70] fu¨r eine Versta¨rkung der
untersuchten Prozesse, was die experimentelle Durchfu¨hrbarkeit erleichtert.
Der ¨Ubergang zum Modenkontinuum wird unter vera¨nderten Randbedingungen fu¨r die
hier betrachtete Resonatorgeometrie mit

Z]\
³
W
$ßff*fl(
.
 $ÌÎ/(;,Ç.?Î

\
(2.1)
beschrieben, wobei
 $ßÎ/(
die Modifikation der Modendichte im Resonator beschreibt.
Kennt man den Reflexionskoeffizienten ´ des Resonatorspiegels, so kann mit Hilfe der
Finesse 
l
fiffffifl

¯N

folgender Ausdruck fu¨r den konfokalen Resonator mit Spiegelabstand
Ê gefunden werden [71].
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Á
¥
cav ist der durch den Resonator abgedeckte Raumwinkel, wobei offensichtlich ist, dass
fu¨r Ë außerhalb
Á
¥
cav keine Modifikation stattfindet und

$ßÎ/(
dort gleich
Ù
ist.
Die vorliegende Arbeit befasst sich ausschließlich mit ¨Uberga¨ngen im optischen Bereich,
deshalb sollen nur Resonatoren mit Finessen 
ð Ù,+
betrachtet werden. Weiterhin
wird im Experiment, aufgrund der Positionierung in der Ionenfalle, ein Resonator hoher
Ordnung ins Auge gefasst, bei dem Ê  ±- mit ±/.
Ù7
.

Ù7,0
. Aus diesem Grund ist
das Modenvolumen im Resonator relativ groß und die Kopplung
j
(1.7) entsprechend
klein. Fu¨r typische experimentelle Parameter ist es damit gut gerechtfertigt, das Feld im
Resonator im Vakuumzustand anzunehmen. Fu¨r ho¨here Finessen und kleinere Modenvo-
lumina, wie diese im Mikrowellenbereich zur Verfu¨gung stehen, ist dies natu¨rlich falsch.
Dort beruhen interessante Effekte gerade darauf beruhen, dass Photonen im Resonator
zirkulieren und vom Atom reabsorbiert werden ko¨nnen. An dieser Stelle sei nur auf die
Mikromaser-Experimente am Max-Planck-Institut fu¨r Quantenoptik verwiesen [61].
Fu¨r die spontanen Emissionen eines Atoms, welches sich im Zentrum des Resonators be-
findet, la¨sst sich deren Modifikation durch die vera¨nderten Randbedingungen im Resonator
mit der vera¨nderten Modendichtefunktion und dem Anteil 1
$ÌÁ
¥
cav
(
der Spontanemissio-
nen in den Resonatorraumwinkel beschreiben. Dieser ist in Abha¨ngigkeit des Winkels Ý
zwischen dem Dipolmoment des Atoms und
¥
gerade
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Abbildung 2.2: Modendichte eines konfokalen Resonator mit Finesse @ 2BACDCDC
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Aus der Herleitung der Spontanemissionsrate (1.17) folgt damit fu¨r einen ¨Ubergang mit
der Wellenzahl
Î
unmittelbar die Modifikation
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cav derselben:
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Damit kann die spontane Emission je nach Abstand der Spiegel versta¨rkt oder unterdru¨ckt
werden [1, 72, 73]
Versteht man die spontanen Emissionen als Konsequenz der Vakuumoszillationen, so ist
nur folgerichtig, dass eine Vera¨nderung der Struktur des Vakuums auch die Emissionen be-
einflusst. Die statistischen Eigenschaften dieser modifizierten Spontanemissionen wurden
im Detail von von Zanthier et al. analysiert [71], ein experimenteller Nachweis dieses Ef-
fekts, allerdings an einem durch den Resonator gefu¨hrten Ionenstrahl, wurde von Heinzen
und Feld [1] geliefert. Die Experimente an gespeicherten Ionen stehen in diesem Bereich
noch aus.
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2.2 Modifizierte Lambshift
2.2.1 Grundlagen
Das Auftauchen einer Niveauverschiebung im Vakuum scheint in Kapitel 1.3 selbst-
versta¨ndlich. Die Diskussion dieser Verschiebung, welche nach W. E. Lamb Lambshift
benannt wurde, hat jedoch eine lange Geschichte. Da ein Elektron die Fa¨higkeit zur Ab-
sorption und Emission eines Photons besitzt, sind auch die in den Feynman-Diagrammen
( Abb. 2.3) dargestellten Prozesse in die Betrachtungen des energetischen Zustands eines
Elektrons miteinzubeziehen [74].
a) b)
A
A
A
I
A
Abbildung 2.3: (a) Instantane Emission und Absorption eines Photons und (b) Emission und Ab-
sorption eines Photons mit Zeitverzo¨gerung
Dabei sto¨ßt man auf die sogenannte Selbstenergie des Elektrons, welche in verschie-
denen Standardlehrbu¨chern fu¨r Quantenmechanik behandelt wird und fu¨r elektronische
¨Uberga¨nge zu einer der Gleichung (1.18) a¨quivalenten Form fu¨hrt [33, 74]. Von Inter-
esse ist dabei auch, dass erst die Massen- und Ladungsrenormalisierung der kovarianten
Sto¨rungstheorie die Herleitung eines endlichen Wertes fu¨r die Lambshift ermo¨glicht. Da
hier jedoch nicht die absoluten ¨Ubergangsfrequenzen bestimmt werden sollen, sondern nur
die, durch den Resonator ins System eingebrachte Modifikation derselben, ist es in jedem
Falle ausreichend, die nichtrelativistische Darstellung wie in Kapitel 1.3 zu verwenden. Im
Laufe der Rechnungen soll dies noch na¨her gezeigt werden. Die Lambshift innerhalb eines
Resonators la¨sst sich nach Gleichung (1.18) und (2.1) folgendermaßen darstellen:
IffiJLKNM
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J (2.5)
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Fu¨r die Modifikation durch den Resonator `
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cav findet man damit unmit-
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Das ist gerade die nichtrelativistisch massenrenormalisierte Form des Ausdrucks, den
Heinzen und Feld fu¨r den Vergleich zwischen Theorie und Experiment verwenden [1].
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soll im Folgenden als Eigenschaft des einzusetzenden Resonators behandelt
werden und wird deshalb theoretisch nicht weiter betrachtet.
Es bleibt jedoch noch das Integral
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zu bestimmen, was, wie bereits in Kapitel 1.3 erwa¨hnt, als Hauptwertintegral zu verstehen
ist. Dies soll im Weiteren diskutiert werden.
2.2.2 Numerische Betrachtung
Da die Struktur des Integranden wegen der Periodizita¨t von
RTS
JVU
keine Vergro¨ßerung der
Intervallbreite fu¨r eine numerische Integration zula¨sst, ist es no¨tig, einige Voru¨berlegungen
in die Numerik einzubringen. Dazu definiert man die Lo¨sungen der Gleichung
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der Gro¨ße nach geordnet als Reihe Ł . Das zu bestimmende Integral la¨sst sich damit in
eine Summe aus Einzelintegralen
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zerlegen. Klarerweise handelt es sich bei
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um eine alternierende Folge welche schließ-
lich monoton fa¨llt. Das heisst:
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Diese Bedingung ist hinreichend fu¨r die Endlichkeit des Gesamtintegrals und liefert
zudem eine Abscha¨tzung der Genauigkeit der angestellten Berechnungen.
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Die in (2.9) verwendeten Folgenglieder Ł ko¨nnen aus der Gleichung (2.8) analytisch mit
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bestimmt werden, wobei sich fu¨r große Finessen das Argument des °,²³
z|~
noch weiter zu
o ¹
x$º vereinfacht. Damit ist die restliche Numerik auf Einzelintegrale einfacher Struktur
reduziert.
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Die verbleibenden Berechnungen der einzelnen Reihenglieder ko¨nnen mit gewo¨hnlichen
Integrationsroutinen, wie diese in Computeralgebraprogrammen enthalten sind, durch-
gefu¨hrt werden. In diesem Fall wurden diese mit Mathematica berechnet und mit den Nag-
Routinen in Fortran gegengetestet. In den Abbildungen werden immer Ergebnisse fu¨r die
Finessen
t
K«kDéêmffikDé,ééêmÕë,é,ééêmffikDé,ééé
angegeben, um zu zeigen, dass die hier verwendete
Numerik auf einem großem Parameterbereich sehr gut funktioniert. Die geplotteten Er-
gebnissen ergeben sich aus den jeweils 5 ersten Integrationsintervallen um den Pol des
Integranden. Die Genauigkeit dieser Angaben soll im folgenden na¨her untersucht werden.
2.2.3 Fehleranalyse
Im angewandten Verfahren sind zwei Sorten von Fehlern zu beru¨cksichtigen, zum einen
die Fehler der verwendeten Routinen, welche nur endliche Genauigkeit liefern, zum
anderen die Fehler, welche durch die Beru¨cksichtigung einer endlichen Zahl von in (2.9)
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Abbildung 2.5: Ergebnisse der numerischen Berechnung fu¨r das Integral (2.7)
definierten Reihengliedern entstehen. Der erstere kann als Parameter in den verwendeten
Programmen gewa¨hlt werden. Der zum Ergebnis relative Fehler wurde dort auf
kDé
Î
Ü
gesetzt, was die no¨tigen experimentellen Anforderungen voll erfu¨llt. Die Ergebnisse der
verwendeten Routinen waren unter diesen Anforderungen identisch, so dass dieser Wert
als gesichert angenommen werden kann.
Der durch die Beru¨cksichtigung von nur endlich vielen Reihengliedern enstehende Fehler
kann mit (2.10) abgescha¨tzt werden. Sei dazu   derart gewa¨hlt, dass gilt:
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Damit folgt weiter mit (2.10)
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Aus der urspru¨nglichen Reihe lassen sich also zwei Reihen extrahieren, welche sich nur
durch das Glied
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und das Vorzeichen unterscheiden:
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Weiterhin gilt also
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Somit kann die gesamte Reihe wegen
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unter Bestimmung des ersten Gliedes abgescha¨tzt werden.
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Abbildung 2.6: Fu¨r die Fehlerabscha¨tzung beno¨tigte Summenglieder der alternierenden Folge &('*),+
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Damit ist klar, dass es ausreichend ist, wie in 2.5, nur die ersten Integrationsintervalle zu
beru¨cksichtigen, da dies bereits einen relativen Fehler von unter
kDé
Î/.
liefert.
Diese Betrachtung liefert nebenbei auch noch den Beweis fu¨r die Bedeutungslosigkeit der
Hochenergieanteile der betrachteten Modifikation der Lambshift. Es ist also vo¨llig gerecht-
fertigt die Darstellung (2.6) fu¨r die Lambshift im Resonator zu wa¨hlen, da die Unterschiede
zu einer renormalisierten Betrachtung1 fu¨r die relevanten Terme im Niedrigenergiebereich
keine Rolle spielen.
1Fu¨r eine korrekte Betrachtung des Hochenergieanteils der Lambshift sei hier auf [33] verwiesen.
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2.2.4 Analytische Approximationen
Da sich oben gezeigt hat, dass die fu¨r die Numerik zu beru¨cksichtigenden Terme von
verha¨ltnissma¨ßig einfacher Struktur sind, scheint es auch naheliegend, eine analytische
Approximation von (2.6) zu versuchen. Dies wurde fu¨r den Bereich niedriger Finessen
bereits von Heinzen et al. [1] getan, was zum Ausdruck
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fu¨hrt. Allerdings gibt es zu diesem Ausdruck keinerlei Fehlerbetrachtung, so dass die theo-
retische Legitimation dieser Na¨herung erst durch den Vergleich mit der oben eingefu¨hrten
Numerik erbracht werden kann.
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Abbildung 2.7: Vergleich der numerisch bestimmten Werte mit der analytischen Approximation
von Heinzen und Feld
Der Vergleich zeigt sehr gute ¨Ubereinstimmung fu¨r Resonatorla¨ngen, welche nahe an der
Resonanz zur atomaren ¨Ubergangsfrequenz liegen. Das besta¨tigt, dass der Hauptanteil der
Niveauverschiebung von der Wechselwirkung mit dem Vakuumfeld in der Na¨he des Pols
von (2.7) stammt. Um also die maximal messbare Verschiebung zu bestimmen, ist die
Na¨herung gut zu gebrauchen. Man findet:
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Die analytische Beschreibung la¨sst sich jedoch fu¨r diejenigen Bereiche, welche weit von
der Resonanz entfernt sind, noch weiter verfeinern. Durch Anpassen der analytischen
Na¨herung an die numerisch erhobenen Daten, la¨sst sich eine neue Na¨herung finden, wel-
che fu¨r verstimmte Resonatoren bessere ¨Ubereinstimmung zeigt, jedoch 2 ausschließlich
numerisch zu bestimmende Konstanten entha¨lt. Man findet:
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Fu¨ die verbleibenden numerischen Konstanten
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Abbildung 2.8: Die Punkte der numerischen Berechnung liegen exakt auf der Kurve der verfeiner-
ten analytischen Approximation, wa¨hrend die Approximation (2.17) davon abweicht. Die Parameter
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ÑBÔÛDÛDÛ
und Ð
WZÑLÒ,ÓÕÔÕÖDÒ×uØfÙ5ÔÛ
Ü
Ý=ß
.
28
2.3 Quantenkoha¨renzen im Einzelion 29
2.3 Quantenkoha¨renzen im Einzelion
2.3.1 Grundlagen
Im Rahmen der Untersuchungen am einzelnen In

-Ion [7,12] stellt sich auch die Frage, in-
wieweit dort Mo¨glichkeiten zur koha¨renten Beeinflussung der Besetzungswahrscheinlich-
keiten der einzelnen internen Zusta¨nde realisiert werden ko¨nnen. In

stellt in sehr guter
Na¨herung ein V-System dar, welches durch die Zusta¨nde
ëx
x
zy
W
als Grund, und
ëx(ë|{
.~}

sowie
ëx5ë{
.}
W
als erste angeregte Zusta¨nde repra¨sentiert wird.
Abbildung 2.9: Niveauschema von In

; hier sind nur die in der weiteren Berechnung relevanten
Zusta¨nde aufgefu¨hrt.
Seit der ersten Beobachtung von
”
Coherent Population Trapping“ (CPT) [75–78] hat
dieser Effekt experimentelle wie auch theoretische Arbeiten angeregt. Sowohl die
”
Dunklen Resonanzen“ in
R
-Systemen, in denen zwei Grundzusta¨nde mit koha¨renten
Lichtfeldern an ein gemeinsames angeregtes Niveau gekoppelt werden [77], als auch
neuere Effekte wie die
”
Electromagnetically Induced Transparency“ (EIT) [79] wurden
sehr detailliert untersucht. Die Erho¨hung des Brechungsindex ohne Absorption [80]
oder auch
”
Lasing Without Inversion“ (LWI) [81–84] sind in diesem Zusammenhang
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ebenfalls zu nennen. Durch die extrem starke Dispersion an der CPT-Resonanz wurden
ku¨rzlich Gruppengeschwindigkeiten gemessen, welche mehrere Gro¨ßenordnungen unter
der Vakuumlichtgeschwindigkeit liegen [85, 86].
In einem
R
-System tritt CPT genau dann auf, wenn die Koha¨renz zwischen den zwei
Grundzusta¨nden durch einen nichtlinearen Prozess angeregt wird. Experimentell kann das
durch gleichzeitiges Anlegen von zwei Lasern erreicht werden, wobei jeder von einem der
Grundzusta¨nde nahezu resonant an das gemeinsame angeregte Niveau koppelt. Wenn die
Energiedifferenz der beiden Laser gleich der Energiedifferenz der beiden Grundzusta¨nde
ist, wird das Atom optisch in eine koha¨rente ¨Uberlagerung der beiden Grundzusta¨nde
gepumpt. In diesem Fall wird kein weiteres Licht absorbiert [78]. Da die beiden Grund-
zusta¨nde stabil sind, kann diese Grundzustandskoha¨renz ein lange Lebensdauer haben,
was zu extrem schmalen Resonanzen fu¨hrt.
Es wurden jedoch in der Vergangenheit auch Systeme mit anderen Niveauschemata, wie
etwa V-, oder Kaskadensysteme, untersucht, wobei viele Effekte sowohl experimentell,
als auch theoretisch sehr detailliert ausgeleuchtet wurden [78]. Hier soll das V-System von
In

analysiert werden, welches, wie das In

, u¨ber extrem unterschiedliche Lebensdauern
des angeregten Zustands verfu¨gt. Die
ëx
x

y
W
-
ëx5ë{
.
}
W
Interkombinationslinie (Uh-
renu¨bergang) wird durch die magnetische Hyperfeinwechselwirkung induziert, weshalb
die Lebensdauer dieses Zustands mit 
S
.|}
WÕU
195 ms ( 4
Ë

r
O
_
0.82 Hz) sehr
lang ist. Dies entspricht einem Faktor von 
kffié
Ü im Vergleich zum
ëx
x

y
W
-
ëx(ë|{
.
}

(Ku¨hl)u¨bergang mit 
S
.
}

U
440 ns ( 4 Ł 
r
O
_
360 kHz). Daher erlaubt es der schmale
ëx
x
zy
W
-
ëx5ë{
.}
W
¨Ubergang verha¨ltnissma¨ßig ungewo¨hnliche Eigenschaften zu studieren.
Auch in diesem Zusammenhang zeigt sich der in 1 bereits erwa¨hnte Vorteil der Ver-
wendung von einzelnen gespeicherten Ionen. Nachdem das Ion sich im Grundzustand
des Fallenfeldes befindet, kann es als gut lokalisiert und insbesondere in Ruhe [87]
angenommen werden. Deshalb spielt fu¨r die Messung von Spektren der Doppler-Effekt
erster Ordnung keine Rolle, in zweiter Ordnung wird der Effekt vernachla¨ssigbar klein.
Auch die Kollisionsverbreiterung wird durch hinreichend niedrige Dru¨cke in der Vakuum-
kammer unterdru¨ckt. Die ra¨umliche Varianz des Laserfeldes oder der Atomdichte spielt
bei der Wechselwirkung mit einem einzelnen Ion ebenfalls keine Rolle. Die Untersuchung
mit In

liefert zudem den Vorteil, dass wegen der fehlenden Hyperfeinaufspaltung und
der Metastabilita¨t des
ëx5ë{
.
}
W
-Niveaus keinerlei
”
Repumping“-Effekte oder Zeeman-
Substrukturen in die theoretische Beschreibung integriert werden mu¨ssen. In diesem Fall
ist ein echtes geschlossenes 3-Niveau-System realisiert. Koha¨renzeffekte in
R
-Systemen
wurden bislang in Ba

untersucht [88–92], wobei es sich bei den beteiligten ¨Uberga¨ngen
um Dipolu¨berga¨nge handelte, welche von vergleichbarer Lebensdauer waren. In In

ist
das gerade nicht der Fall, was in dieser Arbeit zu weiteren ¨Uberlegungen Anlass gab.
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2.3.2 Uhrenlaserinduzierte Koha¨renz
Um ein V-System zu modellieren, definiert man die Zusta¨nde 

k
, 

r

, welche an einen
gemeinsamen Grundzustand 

k

gekoppelt sind (siehe Abb. 2.9). Wir nehmen weiterhin
an, dass wie in In

der Zustand 

k 
energetisch ho¨her liegt als 

r

und die ¨Uberga¨nge


k  Y


k

und 

r
 Y


k

von Lasern mit den Frequenzen
J
 und
J
x sowie den zugeho¨rigen
Rabifrequenzen Þ und  x getrieben werden. Das Atom kann spontan von 

k 
nach 

k

mit
der Rate
r
  und von 

r

nach 

k

mit der Rate
r
zerfallen, wobei wir den ¨Ubergang von


k

nach 

r

vernachla¨ssigen (obwohl dieser in In

mit der Rate  Ło
Ë

r
O
_
k
\
ë
vorkommt). Da die Lebensdauer von 

r

derart lange ist, kann dieser ¨Ubergang nicht direkt
durch gestreute Photonen detektiert werden; stattdessen wird die Besetzung von 

r

durch
eine Unterbrechung der Fluoreszenz auf dem schnellen 

k  Y


r

¨Ubergang bestimmt [93].
Die Besetzungswahrscheinlichkeit des Zustands 

k
bei Durchstimmen des Lasers mit
J
x wird also u¨ber die Intensita¨t der Fluoreszenz auf dem schnellen ¨Ubergang bestimmt.
In diesem Punkt unterscheidet sich dieses Schema grundlegend von den bisherigen, bei
denen die Fluoreszenz auf dem ¨Ubergang des durchgestimmten Lasers gemessen wurde.
Die Mastergleichung des untersuchten Systems resultiert aus der Gleichung (1.24), wo-
bei die Modifikation fu¨r die Wechselwirkung mit nicht resonanten Lasern leicht integriert
werden kann. Es folgt:
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Die Verstimmung der Laser von der Resonanzfrequenz werden mit
I|QK J qY J[
fu¨r
¡
Kkm
r
bezeichnet und M

ist die Linienbreite des Uhrenlasers. Da M

im Allgemeinen viel
gro¨ßer als

sein kann wird dies hier beru¨cksichtigt.
Der stationa¨re Zustand la¨sst sich aus obigem Gleichungssystem vollsta¨ndig analytisch
bestimmen, fu¨r die weiteren Untersuchungen sollen dabei die Population  $ und die
Koha¨renz   x betrachtet werden, welche interessantes Verhalten zeigen.
Die Population  $ des stationa¨ren Zustands ist bei resonantem Ku¨hllaser ( I  K é )
in Abb. 2.11 geplottet. Bei schwacher Anregung des 

k
QY


r

¨Ubergangs zeigt das
Anregungsspektrum zwei klar getrennte gut aufgelo¨ste Peaks. In diesem Parameterbereich
testet der schwache Laser die Anregungwahrscheinlichkeit der
”
dressed states“ des
Ku¨hllasers aus einer Art Zuschauerposition, welche das System nicht beeinflusst. Das
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Abbildung 2.10: Population ¯ $ in Abha¨ngigkeit von der Verstimmung ° x und Intensita¨t ± x des
Uhrenlasers fu¨r ° 
Ñ Û
beobachtete Anregungsspektrum welches durch Durchstimmen des Uhrenlasers gewon-
nen wird, zeigt deshalb die doppelt gepeakte Struktur, welche auch als
”
Autler-Townes
splitting“ bekannt ist [94].
Wird die Leistung des Uhrenlasers erho¨ht, vera¨ndert das Spektrum seine Form grundlegend
(Abb. 2.11 (b)). Fu¨r den Grenzfall, in dem beide Laser die zugeho¨rigen ¨Uberga¨nge sa¨tti-
gen, erscheint innerhalb einer breiten Resonanz ein scharfer Peak, an dem  $ anna¨hernd
seinen Ausgangswert (fu¨r sehr stark verstimmten oder abgeschalteten Uhrenlaser) erreicht.
Fu¨r
I
x
K é
sind beide Laser in Resonanz, was zum Aufbau einer Koha¨renz zwischen
den beiden angeregten Zusta¨nden 

k

und 

r

fu¨hrt. Diese erho¨ht die Emissionsrate auf
dem 

k

Y


k

¨Ubergang und unterdru¨ckt die Absorption des Lasers
J¥
x [95]. Es wurde
im
R
-System fru¨her bereits gezeigt, dass starkes Pumpen auf einem der metastabilen
¨Uberga¨nge zu einer Stabilisierung der Quantenfluktuationen im Fluoreszenzspektrum
fu¨hren kann [96–98]. Bemerkenswert ist weiterhin, dass die erho¨hte Fluoreszenz, welche
zwischen den beiden ATS-Peaks liegt, deutlich vom Anstieg im Zentrum beim CIC-
Regime unterscheidbar ist. Im ATS-Regime ohne Verstimmung des Ku¨hllasers ( I  K é ) ist
das Anregungsspektrum durch zwei Lorentzkurven mit gleicher Breite gegeben, welche
um die gleiche Frequenz rot- bzw. blauverschoben um die Resonanz des Uhrenlasers
liegen. Im Fall von CIC handelt es sich ebenfalls um zwei Lorentzkurven, welche jedoch
beide an der Resonanz ( I x K é ) liegen, und unterschiedliche Amplitude, Breite und
32
2.3 Quantenkoha¨renzen im Einzelion 33
Vorzeichen besitzen.
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Abbildung 2.11: Population ¯ $ in Abha¨ngigkeit von der Verstimmung ° x im ATS- (a) und CIC-
Regime (b)
In den hier angestellten Betrachtungen soll das Verhalten in beiden Grenzfa¨llen gekla¨rt
werden, wobei auch insbesondere der ¨Ubergang von einem ins andere Regime analysiert
wird. Dabei zeigt sich, dass es klar definierte Bedingungen fu¨r das eine oder das andere
Regime gibt, und eine klare Trennlinie gezogen werden kann. Diese Trennlinie wird durch
einen einzigen Kontrollparameter, welcher durch das Verha¨ltnis der Rabifrequenzen Þ
v

x
der beiden Laser gegeben ist, bestimmt. Dieses Verha¨ltniss gibt, u¨ber die Population des
oberen Niveaus 

k

, den Grad an Laserinduzierter Koha¨renz zwischen den beiden angereg-
ten Zusta¨nden an.
2.3.3 Ku¨hllaser in Resonanz
Im diesem Abschnitt wird angenommen, dass der Ku¨hllaser in Resonanz zum 

kTY


k

¨Ubergang ( I  K é ) ist. Im weiteren wird aus der Mastergleichung (2.22) der stationa¨re
Zustand bestimmt und anhand der besonderen Eigenschaften des Niveauschemas von In
vereinfacht. Hierbei ist es von besonderem Nutzen, dass sich die Lebensdauer der beiden
angeregten Zusta¨nde um den Faktor X
v
0 kDé
Ü
unterscheiden. Wir gehen folglich von
X
] 
(2.28)
aus. Obwohl wir annehmen, dass der Uhrenlaser spektral viel breiter als der Uhrenu¨bergang
ist, gilt fu¨r diese Breite M

:
X
]
M

] 
(2.29)
Insgesamt befinden wir uns aber auch bei starker Sa¨ttigung des Uhrenu¨bergangs im Limit
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Unter diesen Voraussetzungen ist es mo¨glich die Lo¨sung von (2.22) fu¨r den stationa¨ren
Zustand sehr weitgehend zu vereinfachen, und damit auch das Verhalten des Systems zu
verstehen. Unter Verwendung von (2.30) ergibt sich fu¨r die Population des oberen Zustan-
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gegeben.
Der gesamte Ausdruck fu¨r (2.31) ist unabha¨ngig von der Linienbreite des Uhrenlasers
M

. Das ist eine Konsequenz des Limits (2.30): Terme von M  , welche im urspru¨nglichen
Ausdruck nur als Summen mit Þ , X auftreten, werden in der Ableitung von (2.31) ver-
nachla¨ssigt. Das bedeutet, dass auch ein instabiler Uhrenlaser die Form der in Glg. (2.31)
angegebenen Population nicht beeinflusst.
Da  fu¨r beliebige Þ ,  x reell ist, folgt aus Glg. (2.31) und (2.32), dass das Verhalten des
System kritisch vom Wert von
Â
abha¨ngt. Ist
Â
rein imagina¨r, so gilt
f
Á
x
K
o

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ªÈÂªm (2.36)
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fu¨r die oben berechnete Population liefert.
Offenbar kann das Anregungsspektrum fu¨r rein imagina¨res
Â
durch zwei Lorentzfunktionen
mit gleicher Breite an den Positionen
n
f
W
beschrieben werden. Das entspricht natu¨rlich
dem gut bekanntem Autler-Townes Doublet. Im Limit (2.30) kann die Position der Peaks
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angegeben werden. Wie erwartet ha¨ngt dieser Term auch von der Rabifrequenz des
Uhrenlasers ab.
Ist
Â
reell, so folgt aus (2.33) und (2.34):
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umgeformt werden. Wiederum findet man zwei Lorentzkurven, welche aber beide am
Zentrum der Linie bei
I
x
K é
liegen. Die beiden Peaks haben jedoch unterschiedliche
Breiten
ª
f

ª
und
ª
f
x
ª
.
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Abbildung 2.12: Position (a) und Breite (b) der Lorentzpeaks in Abha¨ngigkeit von der Rabifre-
quenz des Uhrenlasers
Aus den Plots von Real- und Imagina¨rteil von f Á x in Abb. 2.12 geht hervor, dass es einen
kritischen Wert zìx gibt, an welchem der Realteil von
f
Á
x verschwindet, und sich der Ima-
gina¨rteil in zwei ¨Aste aufspaltet. Unterhalb von 
ì
x gilt genau das umgekehrte, dort unter-
scheiden sich die Positionen der Peaks gerade um das Vorzeichen, aber die Breiten sind
gleich. Diese beiden Strukturen lassen sich durch eine klare Linie voneinander trennen.
Die Bedingung dafu¨r lautet
ÂÚK é
und fu¨hrt zu:
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Diese Trennlinie ist in Abb. 2.13 aufgetragen. Wie aus (2.43) folgt, ha¨ngt die Grenzlinie
sowohl von der Sa¨ttigung des Ku¨hlu¨bergangs ñ Łò
Ł
wie auch dem Verha¨ltnis der natu¨rlichen
Linienbreiten der beiden angeregten Zusta¨nde
ò
Ł
ó
ab. Fu¨r starke Sa¨ttigung vereinfacht sich
Glg. 2.43 zu:

ì
x
K
Þ
_
¶
r
·,ô

X
(2.44)
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Abbildung 2.13: Trennlinie zwischen ATS und CIC Regime
Bemerkenswert ist, dass sich die CIC-Resonanzen an der gleichen Stelle (bei I x K é )
befinden, aber umgekehrte Vorzeichen haben. Dies ist im Ausdruck (Glg. 2.38) nicht un-
mittelbar zu erkennen, deshalb soll diese Darstellung unter der Voraussetzung  x
£

ì
x
weiter vereinfacht werden. Man betrachtet dazu zuerst den Grenzwert fu¨r
þý
é (was im
CIC-Regime wegen  x
] 
anna¨hernd gegeben ist) um die verbleibende Differenz weiter
zu vereinfachen. Diese Methode fu¨hrt auf:
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Der erste Term in (2.45) ist gerade die Fluoreszenz, welche auch ohne den Uhrenlaser
beobachtet wu¨rde, was identisch mit dem Limes fu¨r beliebig große Verstimmungen
I
x ist.
Die beiden na¨chsten Terme resultieren aus einem starken Uhrenlaser, der aber trotzdem
dem Limit (2.30) genu¨gt. Der zweite Term ha¨ngt nicht explizit von der Uhrenlaserintensita¨t
ab. Die Breite dieses Peaks wird von der Linienbreite des ¨Ubergangs 

k

Y


k

und der
Leistung des zugeho¨rigen Lasers vollsta¨ndig bestimmt. Der letzte Term wird hingegen
durch eine Erho¨hung der Uhrenlaserleistung verbreitert, daru¨berhinaus ha¨ngt die Breite
auch von der natu¨rlichen Linienbreite des ¨Ubergangs 

r

Y


k

ab. Bei starker Sa¨ttigung
des Ku¨hlu¨bergangs ( Þ
v
 
]
k ) ist das Verha¨ltnis der Breiten der beiden Peaks in (2.45)
anna¨hernd gleich:
¶
m

x

ì
x
(2.46)
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Die Reduktion der Fluoreszenz auf dem 

kY


k

¨Ubergang, welche durch den dritten
Term in (2.45) beschrieben wird, ist eine Folge der Erho¨hung des Populationstransfers
in den Zustand 

r

bei gro¨ßerer Uhrenlaserleistung. Deshalb ist der positive Lorentzpeak
(zweiter Term in (2.45)) eine Konsequenz von Koha¨renzen zwischen den Zusta¨nden [99].
Um dies auch explizit zu zeigen, ist der Aufbau der Koha¨renz   x zwischen den oberen
beiden Niveaus in Abb. 2.14 in Abha¨ngigkeit der Laserverstimmung
I
x dargestellt.
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Abbildung 2.14: Koha¨renz ¯ in Abha¨ngigkeit von °
2.3.4 Allgemeiner Fall
Fu¨r den allgemeinen Fall eines nichtresonanten Ku¨hllasers 
ff
fiffifl kann die Masterglei-
chung (2.22) ebenfalls analytisch gelo¨st werden. Allerdings sind diese Lo¨sung extrem lang
und unu¨bersichtlich, so dass diese hier nur graphisch vorgestellt werden.
Im ATS-Regime     ì

befinden sich die beiden Peaks an Positionen welche asymme-
trisch zu   fi!fl sind. Dies ist eine Konsequenz der 2-Photonen-Resonanz-Bedingung fu¨r
die beiden Laser. Im CIC-Regime hingegen wird nur der scharfe Peak verschoben, die
breite Resonanz der reduzierten Fluoreszenz bleibt im Frequenzraum anna¨hernd konstant.
Um dieses Verhalten zu verstehen, ist es no¨tig, den Pol von 
"
als Funktion von 

zu
betrachten. Die komplexen Nullstellen des Nenners von 
"
sollen wie oben mit #

und
#

gekennzeichnet werden. In den Abb. 2.15 und 2.16 wird der Real- und Imagina¨rteil
von #

,
¡
fi $&%(' als Funktion von 

in den beiden Grenzfa¨llen 
)

ì

und 
+*

ì

gezeigt. Im Fall von ATS werden die beiden Resonanzen um einen ungleichen Anteil von
der Resonanz weg (bzw. zu ihr hin) verschoben und die Breiten beginnen auseinander
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Abbildung 2.15: Breite und Position der ATS-Peaks in Abha¨ngigkeit von °M
zu laufen. Derjenige Peak welcher zur Resonanz hin verschoben wird, wird scha¨rfer und
umgekehrt.
Im Fall von N
D*
N;O

wird die CIC-Resonanz blauverschoben fu¨r 
P*
fl und rotverschoben
fu¨r 
Q
fl
. Die breite Resonanz wird dagegen kaum verschoben, allerding nimmt deren
Breite rapide fu¨r gro¨ßere Verstimmungen von 

ab.
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Abbildung 2.16: Breite und Position der CIC-Peaks in Abha¨ngigkeit von °M
Insgesamt wurde mit obiger Rechnung ein V-System mit sehr unterschiedlichen Lebens-
dauern der angeregten Zusta¨nde untersucht, welche von einem Laser auf dem schnellen
¨Ubergang kontinuierlich gepumpt wird und einem zweiten Laser mit unterschiedlicher In-
tensita¨t auf dem langsamen ¨Ubergang ausgesetzt ist. Dabei konnten zwei Grenzfa¨lle in
Abha¨ngigkeit der Laserintensita¨t des Uhrenlasers klar voneinander abgegrenzt werden.
Im ATS-Regime erfu¨llt der Uhrenlaser die Funktion eines Detektors, der die Populati-
on der gesplitteten dressed-states des schnellen ¨Ubergangs misst. Das fu¨hrt auf die gut
bekannte Doppelpeakstruktur des Autler-Townes splitting. Im Gegensatz dazu verursacht
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der Uhrenlaser im CIC-Regime einen Populationstransfer in den Zustand r
r
'ts
. Die an der
2-Photonenresonanz entstehende Koha¨renz unterdru¨ckt die Absorption des Uhrenlasers
und fo¨rdert damit die Emission von Fluoreszenzlicht auf dem schnellen ¨Ubergang. Fu¨r
 
fi fl wurden einfache analytische Formeln gefunden, welche das Verhalten des Sy-
stems vollsta¨ndig beschreiben und Breite und Position der auftretenden Lorentzpeaks an-
geben. Daru¨berhinaus konnte eine scharfe Trennlinie zwischen den beiden Regimes gezo-
gen werden, welche einen Zusammenhang zwischen den beiden Laserleistungen angibt.
Fu¨r den Fall der Sa¨ttigung des Ku¨hlu¨bergangs konnte dieser Zusammenhang sehr weit ver-
einfacht werden (Glg. 2.44). Fu¨r gegebene Laserintensita¨ten kann damit unmittelbar das
zu beobachtende Regime angegeben werden. Konkrete Experimente dazu sind in Vorbe-
reitung [100].
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Quantenspru¨nge in Ionenpaaren
3.1 Dipol-Dipol-Wechselwirkung in Ionenpaaren
Die Diskussion, inwieweit die Dipol-Dipol-Wechselwirkung die Quantenstatistik von
Ionenpaaren beeinflusst, wird seit langer Zeit unter immer neuen Aspekten diskutiert. Es
gibt dazu eine Reihe an theoretischen Arbeiten [52, 101–112], aber auch experimentelle
Ergebnisse, welche sich zu widersprechen scheinen [21, 113–115].
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Abbildung 3.1: Statistische Fluoreszenzphasen von 2 Ionen. Hier wird die Anzahl pro Zeiteinheit
geza¨hlter Photonen geplottet. Die Fluoreszenz der Ionen wechselt dabei zwischen Phasen in denen
beide, nur eines, oder keines der beiden Ionen emittieren.
Dabei werden die Quantenspru¨nge von zwei oder mehreren 3-Niveau-Atomen untersucht
welche auf einem (schnellen) ¨Ubergang mit einem Laser wechselwirken, sich aber auch in
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einem metastabilen Zustand befinden ko¨nnen. Anhand des detektierten Fluoreszenzlichts
dieser Atome la¨sst sich feststellen, wann sich welches Atom im metastabilen Zustand be-
findet. Man findet deutlich unterscheidbare Hell- und Dunkelphasen der einzelnen Atome,
welche eindeutig als Quantenspru¨nge zu interpretieren sind.. Die Analyse dieser Hell- und
Dunkelphasen der einzelnen Atome soll hier auch Klarheit u¨ber die Konsequenzen der
Dipol-Dipol-Wechselwirkung, oder auch allgemeiner u¨ber beliebige kooperative Effekte
in derartigen Systemen liefern.
Sauter et al. [21] haben experimentelle Ergebnisse vorgelegt, welche in Gruppen von
Ba u -Ionen eine Rate an simultanen ¨Uberga¨ngen zeigen, die von den statistischen Vor-
hersagen fu¨r nicht wechselwirkende Atome abweicht. In einem weiterem Experiment
von Itano et al. [116] konnte dies jedoch nicht besta¨tigt werden. Dort wurden Hg u -Ionen
untersucht, welche nur Bruchteile einer ¨Ubergangswellenla¨nge voneinander entfernt
waren, und keinerlei Abweichung von der Statistik unabha¨ngig strahlender Atome
festgestellt. Neuere Ergebnisse von Block et al. [114, 117] zeigen in einer linearen
Kette von Kalziumionen allerdings wieder erho¨hte Raten fu¨r Mehrfachspru¨nge. Die
Autoren schlagen als Erkla¨rung nicht weiter spezifizierte langreichweitige Wechselwir-
kungen fu¨r Ionenkristalle vor. Es scheint also immer noch ungekla¨rt, welche Parameter die
Ergebnisse der einzelnen Experimente bedingen und wie diese kontrolliert werden ko¨nnen.
Prinzipiell mu¨ssen dabei zwei Arten von Systemen unterschieden werden, zum einen die-
jenigen, in denen die Atome durch spontane Zerfa¨lle in das metastabile Niveau gelangen,
zum anderen die, in denen ein zweiter Laser verwendet wird, welcher die Atome (ent-
weder durch v -Pulse oder auch kontinuierlich) dorthin befo¨rdert. Um die Dipol-Dipol-
Wechselwirkung zu analysieren ist es hilfreich, beide Schemata zu betrachten, da sich in
jedem der der jeweilgen Systeme neue Aspekte herausarbeiten lassen. Im weiteren Ver-
lauf dieses Kapitels, sollen die theoretischen Vorhersagen fu¨r derartige Systeme anhand
von Master-Gleichungen, Ratengleichungen und Quanten-Monte-Carlo-Simulationen ana-
lysiert werden. Dabei werden auch die Ergebnisse des Mastergleichungsansatzes von Java-
nainen [110] und Agarwal [107, 109], sowie die Quanten-Monte-Carlo-Simulationen von
Beige [52] vorgestellt und weiterentwickelt.
3.2 Mastergleichung fu¨r Ionenpaare
3.2.1 Symmetrisierung
Die Mastergleichung (1.32) soll nun fu¨r den betrachteten Fall vereinfacht werden. Um die
Analyse nach Fluoreszenzphasen zu ermo¨glichen, ist es sinnvoll, die reine Zustandsbasis
zu verlassen und eine symmetrisierte Basis, welche aus den
”
Dressed States“ der einzelnen
Atome aufgebaut ist, zu verwenden.
Der Grundzustand soll dabei (wie im vorhergehenden Abschnitt) mit r
rxw
sMy bezeichnet wer-
den. Der angeregte Zustand fu¨r das i-te Atom ist r
r
$s
y und der metastabile r
r
's
y
. Die dressed
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Abbildung 3.2: Zwei wechselwirkende 3-Niveau-Systeme
states fu¨r das i-te Atom sind unter Annahme der Laserwechselwirkung auf dem ¨Ubergang
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Sie haben die Eigenschaft fu¨r das 2-Niveau-Subsystem aus r
r
$
s
­
r
rhw
s im Grenzfall starker
Laserleistung stationa¨r zu werden. Alle weiteren Wechselwirkungen sind ebenfalls symme-
trisch in den beiden Ionen, also verspricht eine Symmetrisierung der Dressed-State-Basis
aus r
r°¯
sMy
, r
r
­¸sy und r
r
'
sy die gro¨ßte Vereinfachung der inneren Dynamik des Systems. Fu¨r
ein 3-Niveau-Ionenpaar definiert man demzufolge die neue unita¨re Basis:
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Diese Basis hat zwei grundlegende Eigenschaften, welche fu¨r die Betrachtung des Ge-
samtproblems von großem Nutzen sind. Zum ersten lassen sich Unterra¨ume, welche den
Fluoreszenzphasen des Systems entsprechen, gerade durch die Vektoren dieser Basis auf-
spannen (s.u.). Zum zweiten erzeugt der Laser, welcher mit dem ¨Ubergang r
rhw
s­
r
r
$
s wech-
selwirkt, keinerlei Koha¨renzen zwischen den so definierten Basiszusta¨nden. Unter dieser
Symmetrisierung soll die Mastergleichung des System betrachtet werden.
3.2.2 Ratengleichungen
Die Mastergleichung (1.32) wurde von Javanainen und Lewenstein [110] analysiert. Es
wurde gezeigt, dass sich die vereinfachte Mastergleichung fu¨r den Grenzwert starker
Laserintensita¨t (Rabifrequenz Á jede der beteiligten Raten) zu einem geschlossenem
System von Ratengleichungen umformen la¨sst.
Mit der Definition Â y fiÄÃ yBy ergibt sich:
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Diese Ratengleichungen ermo¨glichen im Folgenden die Fluoreszenzphasen des Systems
analytisch zu betrachten.
3.2.3 Fluoreszenzphasen
Da im Zusammenhang mit der Detektion von Fluoreszenzphasen nur typische Quanten-
sprungkonfigurationen interessant sind, kann man vom Limit
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ausgehen, welches etwa auch vom In u Ion sehr gut erfu¨llt wird. Zu betrachtende Absta¨nde
zwischen den Ionen sollen in jedem Fall mehr als 2 Wellenla¨ngen des lasergetriebenen
¨Ubergangs (fu¨r In u sogar mehr als 10-mal soviel) betragen. Damit gilt:
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Bei der Detektion von Fluoreszenzphasen wird prinzipiell u¨ber Zeitintervalle gemittelt, die
erheblich la¨nger sind als die schnellste Rate, aber auch erheblich ku¨rzer als alle weiteren.
Aus (3.4) folgt aber, dass hier nur u¨ber beide Zerfallszeiten
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gemittelt werden kann. Sehr wohl ko¨nnen aber ¨Uberga¨nge, welche auf der Zeitskala der
weiteren Raten stattfinden, aufgelo¨st werden.
Die Fluoreszenzphasen lassen sich also durch Unterra¨ume å

, å

und æ folgendermaßen
beschreiben:
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fi Keine Fluoreszenz (3.6)
Fu¨r die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten in diesen Unterra¨umen folgt unmittelbar:
Â

fi
Â
u
¯
Â
¾
¯
ÂÑÌ
Õ
¯
ÂÑÌ
×
Â

fi
ÂÑÔ

Õ
¯
ÂÍÔ

×
¯
ÂÛÙ

Õ
¯
ÂÛÙ

×
ÂÍî
fi
Â

(3.7)
Damit ko¨nnen fu¨r die ¨Uberga¨nge zwischen den Fluoreszenzphasen folgende Ratenglei-
chungen verwendet werden, welche direkt aus (3.3) abgeleitet sind.
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Dabei zeigt sich u¨beraschenderweise, dass die ¨Uberga¨nge zwischen den Fluoreszenzpha-
sen nicht vom Abstand der beiden Atome abha¨ngen. Solange Glg. (3.5) erfu¨llt ist taucht
der Abstandsparamter
Ê
in (3.8) nicht auf. Da dies aber fu¨r jedes experimentelle System,
welches bislang betrachtet wurde, gilt, ist obige Aussage der Theorie in diesem Punkt ein-
deutig 1.
3.2.4 Erweiterungen
Um also Dipol-Dipol-Wechselwirkung von zwei Ionen sichtbar zu machen, ist es prima¨r
no¨tig, dieses Ergebnis richtig zu interpretieren und auch im Rahmen der zeitlichen
Entwicklung von einzelnen Zusta¨nden zu verstehen. Dies kann, wie im Weiteren gezeigt
wird, durch die Auswertung von Quanten-Monte-Carlo-Simulationen eines derartigen
Systems geschehen. Es sollen aber auch erweiterte Systeme untersucht werden. Zum einen
kann noch ein zweiter Laser integriert werden, welcher ebenfalls den ¨Ubergang r
rBw
sP­
r
r
'
s
treibt und damit zusammen mit dem 1. Laser ein ñ -System bildet. Wie von Beige et
al. [52] gezeigt wurde, ko¨nnen damit Dipol-Dipol-Wechselwirkungen u¨ber Ionenabsta¨nde
von mehreren Wellenla¨ngen des ¨Ubergangs r
r
$s
­
r
rxw
s sichtbar gemacht werden. Dies soll
im Folgenden auch in fu¨r gespeicherte In u Ionen erreichbaren Parameterbereichen (siehe
(3.4)) untersucht werden.
Eine weitere Beschra¨nkung, welche bisher nicht diskutiert wurde, steckt in der prinzipi-
ellen Art der theoretischen Behandlung. Durch die Betrachtung der Ratengleichung (3.3)
bzgl. der symmetrisierten Basis (3.2) ist es nur mo¨glich, Detektionsschemata zu untersu-
chen, die nicht unterscheiden, welches Atom ein detektiertes Photon emittiert hat. Definiert
man nun aber einen Detektor ò y , welcher die Emission eines Photons vom ó -ten Atoms auf
dem ¨Ubergang r
r
$
s®­
r
rxw
s misst:
ò
y
fi
r
rhw
sy"ô
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% (3.9)
so resultiert aus jeder Detektion ein Zustand, welcher sich nur als Superposition der
symmetrisierten Basiszusta¨nde ausdru¨cken la¨sst. Damit kann aber die Entwicklung der
Koha¨renzen auch im Limit starker Sa¨ttigung nicht mehr vernachla¨ssigt werden und die
Behandlung mit Ratengleichungen aus (3.3) wird ungu¨ltig.
1In [110] werden noch weitere Limites untersucht, welche aber im weiteren Verlauf dieser Arbeit nicht
von Bedeutung sind
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Da die bereits in Labors eingesetzten CCD-Kameras sehr wohl eine ortsaufgelo¨ste Detek-
tion des Fluoreszenzlichts ermo¨glichen, soll auch eine Simulation mit solchen Detektoren
durchgefu¨hrt werden. Wie gezeigt wird, kann auch in diesem Fall die Dipol-Dipol
Wechselwirkung sichtbar gemacht werden.
3.3 Quanten-Zeno-Effekt fu¨r die Dipol-Dipol Wech-
selwirkung
3.3.1 Entwicklung des Zustandsvektors
Geht man davon aus, das betrachtete System in einem reinen Zustand vorzufinden, so
kann die Entwicklung des Zustandsvektors mit Hilfe der Schro¨dingergleichung und dem
Hamiltonoperator (1.29) untersucht werden. Fu¨r die Analyse der Quantenspru¨nge des
Systems muss dann, wie in Abschnitt 1.7 dargelegt, zuna¨chst die zeitliche Entwicklung
unter der Bedingung, dass kein Photon emittiert wird, untersucht werden.
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Abbildung 3.3: 9-Niveau-System, die Laserwechselwirkungen sind mit Doppelpfeilen, die sponta-
nen Zerfa¨lle mit Einfachpfeilen gekennzeichnet
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Fu¨r das in 3.2 diskutierte System la¨sst sich der bedingte Hamiltonian aus (1.48) schreiben
als:
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Zusammen mit den sechs zugeho¨rigen Quantensprungoperatoren [49]
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und den zugeho¨rigen Raten fu¨r einen beliebigen Zustandsvektor r
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kann die Dynamik dieses Systems vollsta¨ndit beschrieben werden.
3.3.2 ¨Ubergang vom doppelt hellen in den einfach hellen Unter-
raum
Jeder beliebige Zustandsvektor r
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s
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der sich zur Zeit
Q
im doppelt fluoreszenten Unter-
raum å < befindet, kann in der reinen Zustandsbasis folgendermaßen beschrieben werden:
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Fu¨r den Zustand .0/2143,5 r
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gilt folglich:
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Fu¨r Zeiten
Q
¯XW
, fu¨r die im Intervall T
Q
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V
keine Emission stattfand, gilt somit
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Also ist es auch bei beliebig starker Dipol-Dipol-Wechselwirkung nur durch spontane
Zerfa¨lle mo¨glich, den doppelt fluoreszenten Unterraum å < zu verlassen.
Die Wahrscheinlichkeit fu¨r einen spontanen ¨Ubergang in den dunklen Unterraum æ ist
null. Fu¨r einen Zerfall des Zustands r
rJ
s aus (3.14) in den einfach fluoreszenten Raum å
:
gilt:
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Dieser ¨Ubergang ist auch hier vo¨llig unabha¨ngig vom Abstand der Ionen
Ê
. Durch
(3.17) wird also auf einfache Weise erkla¨rt, wieso auch im Mastergleichungskalku¨l
von Javanainen und Lewenstein kein abstandsabha¨ngiger Effekt nachgewiesen werden
kann. Natu¨rlich ko¨nnen trotzdem Effekte wie Sub- und Superradianz [118] auf dem
schnellen r
r
$
sD­
r
rxw
s
¨Ubergang auftreten; dies ist jedoch keine besondere Eigenschaft von
3-Niveausystemen. Zudem nehmen wir mit (3.5) an, dass
É;:
·
ÈÊ¸Ë
klein gegen
É;:
· ist und
deshalb derartige Effekte fu¨r diesen ¨Ubergang ohnehin keine Rolle spielen.
3.3.3 ¨Ubergang in den dunklen Zustand
Die Betrachtungen aus 3.3.1 tragen fu¨r den Fall, dass sich das System im einfach fluores-
zenten Unterraum å
:
befindet, nicht mehr. Zwar verbleibt, nach analoger Rechnung wie
in (3.15) der Zustand im Unterraum å
:
, soweit kein spontaner Zerfall eintritt. Die Raten
mu¨ssen im folgenden jedoch neu betrachtet werden. Fu¨r den Zustand r
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aus å
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gilt fu¨r den ¨Ubergang in den dunklen Zustand r
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Dabei ist ih
:
< der Phasenunterschied zwischen R
:
und R < . Offensichtlich kann diese ¨Uber-
gangsrate nicht unabha¨ngig von
Ê
ausgedru¨ckt werden. Demzufolge ist ein Einfluss der
Dipol-Dipol-Wechselwirkung auf diesen ¨Ubergang prinzipiell mo¨glich. .0/2143,5 ist jedoch
bzgl. seiner Wirkung auf r
r
$&%(' s und r
r
'\%X$ s vo¨llig symmetrisch; R
:
und R < werden also in der
durch .j/2143,5 beschriebenen Dynamik auf der Zeitskala :
kmlbno
A*p gleichen oder gegengleichen
Werten zustreben. Damit werden die Rabioszillationen der beiden Ionen durch die Dipol-
Dipol-Wechselwirkung mit Phasenfaktor q oder v synchronisiert2 [46]. Das bedeutet aber
gerade, dass die Dipol-Dipol-Wechselwirkung in den ¨Ubergangsraten in den dunklen Zu-
stand Konsequenzen zeigen mu¨sste.
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Abbildung 3.4: Synchronisierung der Rabioszillationen
Als gegenla¨ufiger Prozess zeigt sich der spontane Zerfall r
rb
s
\
r
r
w
s auf der Zeitskala
:
kmlŁ
. Da bei der Betrachtung des ¨Ubergangs die Emissionen in beliebige Raumwinkel
beru¨cksichtigt werden mu¨ssen, wird die relative Phase ih von R
:
und R < nach jedem Zerfall
r
r

s
\
r
rxw
s zufa¨llig verteilt.
Damit hat man eine typische Quanten-Zeno-Konfiguration, wie sie schon mehrfach experi-
mentell und theoretisch untersucht wurde [119–126]. Ein spontaner Prozess beeinflusst die
Dynamik eines kontinuierlichen Prozesses und friert diese durch sta¨ndiges Zuru¨cksetzen
des Zustandsvektors ein.
2Hier sei noch angemerkt, dass dieses Verhalten in vo¨lliger Analogie zum Verhalten zweier klassischer
rotierender Dipole ist.
51
52 3 Quantenspru¨nge in Ionenpaaren
Fu¨r das betrachtete System, welches sich im Regime (3.4) befindet ergibt sich somit, dass
die Auswirkung der Dipol-Dipol-Wechselwirkungen der Ionen durch den Quanten-Zeno-
Effekt unterbunden wird. Die Vera¨nderung der ¨Ubergangsraten findet auf einer erheblich
la¨ngeren Zeitskala statt, als die spontanen Zerfa¨lle, ein Aufbau der Dipol-Dipol Wechsel-
wirkungen ist also nicht mo¨glich.
3.3.4 Verbleibende ¨Uberga¨nge
Die verbleibenden ¨Uberga¨nge ko¨nnen analog der oben betrachteten untersucht werden.
Dies ist zum einen der ¨Ubergang vom dunklen in den einfach hellen Unterraum und zum
anderen der ¨Ubergang vom einfach hellen in den doppelt hellen Unterraum.
Ausgehend vom dunklen Zustand folgt unmittelbar
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dieser ¨Ubergang ist also nicht von der Dipol-Dipol-Wechselwirkung abha¨ngig.
Fu¨r die Rate vom einfach hellen in den doppelt hellen Unterraum findet man fu¨r einen
Zustand r
rKJ
s wie in (3.18)
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allerdings werden auch hier, wie in 3.3.3, jegliche weitere Konsequenzen durch den
Quanten-Zeno-Effekt zersto¨rt.
Insgesamt zeigt sich, dass die u¨berraschenden Ergebnisse der Ratengleichungen (3.2.2)
auch mit der Dynamik der Zustandsvektoren verstanden werden ko¨nnen. Insbesondere
folgt aus dieser Betrachtung, dass nicht die mit der Sa¨ttigung des r
r

s
­
r
rhw
s
¨Ubergangs
einhergehende Da¨mpfung der Koha¨renzen der Grund fu¨r diese Ergebnisse ist. Die Vera¨nde-
rung der Quantensprungraten durch die Dipol-Dipol Wechselwirkung wird vielmehr durch
den Quanten-Zeno-Effekt unterdru¨ckt.
52
3.4 Dipol-Dipol-Wechselwirkung im V-System mit zwei Lasern 53
3.4 Dipol-Dipol-Wechselwirkung im V-System mit
zwei Lasern
3.4.1 Grundlagen
Wie in 3.2.4 diskutiert, ist eine der naheliegenden Erweiterungen des obigen Systems,
einen zweiten Laser auf dem ¨Ubergang r
r

s ­
r
rxw
s einzustrahlen. Damit kann zum einen
die Abgeschlossenheit der Unterra¨ume å < , å
:
und æ u¨berwunden werden, zum anderen
aber auch die Zeitskala der Wechselwirkung mit dem dunklen Zustand sehr stark beein-
flusst werden.

j
,9
G
  ¡£¢¤
¥
¦¨§G©
ª
«¬­
®¯j°
±,²9³
´µG¶
· ¸£¹º
»
¼¨½G¾
Abbildung 3.5: Wechselwirkung zweier V-Systeme mit 2-Lasern
Um das zu erreichen, ist es, wegen des Limits (3.4), welches auch hier nicht verlassen
wird, no¨tig, den ¨Ubergang r
r

s ­
r
rxw
s stark zu sa¨ttigen. Damit ist fu¨r den ¨Ubergang
zwischen den Unterra¨umen kein Zerfall von r
r

s nach r
r

s bzw. von r
r

s nach r
rhw
s mehr
no¨tig. Trotzdem beobachtet man auch in derartigen Systemen ein so genanntes
”
Tele-
graphensignal“ [16, 17]. Dies wurde fu¨r Einzelionen vielfach untersucht [20, 21, 23] und
lieferte auch die Besta¨tigung fu¨r die Richtigkeit der Theorie der Quanten-Monte-Carlo
Simulationen [47, 48, 51].
Der bedingte Hamiltonian .0/2143,5 kann offensichtlich als
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geschrieben werden.
Das neue Regime
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erlaubt es jedoch, sa¨mtliche von
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abha¨ngigen Terme zu ver-
nachla¨ssigen, da jegliche von diesen verursachte Prozesse von der Laserwechselwirkung
auf der Zeitskala :¿ n@
À
u¨berlagert werden. Es bleibt
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Der einzige hier verbleibende abstandsabha¨ngige Term zeigt, dass man in diesem System
die Mo¨glichkeit gewinnt, die Dipol-Dipol-Wechselwirkung zweier 2-Niveau-Systeme
(bestehend aus r
r

s und r
rBw
s ) zu untersuchen. Der dunkle Zustand r
r

s dient dabei zusammen
mit dem Laser auf r
r

s
­
r
r
w
s lediglich als Indikator.
3.4.2 Quanten-Monte-Carlo Simulationen
Die Quanten-Monte-Carlo Simulationen von Beige [52] zeigen, dass die La¨ngen der
einzelnen Fluoreszenzphasen sta¨rker als erwartet von
É;:
·
ÈÐÊ¸Ë
abha¨ngen. Interessant dabei
ist, dass diese Abha¨ngigkeit auch fu¨r verha¨ltnisma¨ßig große Ionenabsta¨nde von bis zu 10
Wellenla¨ngen des r
r

s ­
r
rhw
s
¨Ubergangs noch nachzuweisen ist. Deshalb soll im Rahmen
dieser Arbeit besonders der Bereich großer (mit Ionenfallen fu¨r In u realisierbarer)
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Absta¨nde genauer betrachtet werden.
Obwohl es fu¨r die Ergebnisse der Simulationen nicht von Bedeutung ist, welche Basis man
dafu¨r verwendet, ist es trotzdem einfacher, eine Symmetrisierung durchzufu¨hren, da dies
die explizite Angabe der auftretenden Raten am besten ermo¨glicht. Man verwendet die
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Damit ist es einfach die zugeho¨rigen Raten anzugeben, welche von der Dipol-Dipol-
Wechselwirkung abha¨ngen. Aus Glg. (3.12) folgen fu¨r einen beliebigen Zustand r
rKJ
s mit
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Abbildung 3.6: 9-Niveau-System, die Kennzeichnungen sind analog zu Abb. 3.3. Der Laser wel-
cher auf dem ø
øÈùgúû
ø
øMügú
¨Ubergang wechselwirkt, ist durch die gepunkteten Doppelpfeile erkennbar
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Um zu verdeutlichen, welche spontanen ¨Uberga¨nge das fu¨r die einzelnen Basiszusta¨nde
mit sich bringt, sind diese hier nochmal aufgefu¨hrt:
Ausgangszustand \ Endzustand Rate
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Aus Abb. 3.6 folgt, dass die einzige Mo¨glichkeit, die Dipol-Dipol-Wechselwirkung in
diesem System sichtbar zu machen, darin besteht, ein Ungleichgewicht in der Besetzungs-
wahrscheinlichkeit zwischen r
rKÄ
:
·
s und r
rÇ
:
·
s zu erzeugen, was wiederum die auftretenden
¨Ubergangsraten modifiziert. Genau das leistet aber der Laser auf dem r
r

sÛ­
r
rhw
s
¨Ubergang,
welcher mit dem Zustand r
rKÇ
:
·
s keinerlei Wechselwirkung zeigt (siehe Abb. 3.6).
Ausgehend von dieser Analyse besta¨tigen die Quanten-Monte-Carlo Simulationen, dass
die La¨nge der Fluoreszenzphasen stark vom Abstand der Ionen abha¨ngen. Diese Abha¨ngig-
keit ist auch im Bereich von 20 Wellenla¨ngen des ¨Ubergangs r
r

sÀ­
r
rBw
s noch in der Gro¨ßen-
ordnung von
º


, was experimentell messbar sein sollte. Fu¨r In u Paare wu¨rde das einem
Ionenabstand von ã 	 entsprechen; auch das ist mit moderner Ionenfallentechnik er-
reichbar [127, 128].
Die hier gelieferte Betrachtung kann auch noch analytisch verfeinert werden [129, 130],
was jedoch einen alternativen Zugang mittels Dichteoperatorkalku¨l voraussetzt.
3.4.3 Analyse des Dichteoperators
Die von Addicks et al. [130] durchgefu¨hrte Analyse der fu¨r dieses System geltenden
Mastergleichung zeigt, dass fu¨r Systeme im Limit (3.4) im wesentlichen 2 Zeitskalen
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Abbildung 3.7: Quanten-Monte-Carlo Daten der mittleren La¨nge der doppelt hellen Fluoreszenz-
phase
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Abbildung 3.8: Quanten-Monte-Carlo Daten der mittleren La¨nge der einfach hellen Fluoreszenz-
phase
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betrachtet werden mu¨ssen. Zum einen die
”
schnelle“ Zeitskala der Gro¨ßenordnung :
k lŁ
,
auf der die Populationen der Zusta¨nde der einzelnen Unterra¨ume einem Gleichgewicht
zustreben, zum zweiten die
”
langsame“ Zeitskala :¿ 2n
À
, auf welcher die ¨Uberga¨nge zwi-
schen den Fluoreszenzphasen stattfinden. Vergleichbar der Analyse in 3.3 ko¨nnen auch fu¨r
dieses Problem die ¨Ubergangsraten bestimmt werden.
Unter der Annahme 8
:49;:
?
:
<
A findet man fu¨r die einzelnen Unterra¨ume folgende
”
stati-
ona¨re“ Zusta¨nde 3 [130]:
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Damit ko¨nnen zusammen mit der aus (3.24) folgenden zeitlichen Entwicklung die ¨Uber-
gangsraten in zweiter Ordnung in P
L
9
R bestimmt werden 4. Dies fu¨hrt auf:
3Bei der Bestimmung wird nur derjenige Anteil der Dynamik betrachtet, welcher das System im jeweili-
gen Unterraum bela¨sst.
4Die Details dieser umfangreichen analytischen Rechnungen sind in [130] zu finden, wobei dort daru¨ber-
hinaus auch die Verstimmung des Laser auf dem y
y{z(|W}
y
y ~Z|
betrachtet wird
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(3.35)
Vom Ionenabstand V ha¨ngen nur die beiden Raten 
L
I und  I
L
ab, die ¨Uberga¨nge aus
dem und in den dunklen Zustand
]
]

_
werden durch die Dipol-Dipol Wechselwirkung auf
dem
]
]

_r
]
]^`_
¨Ubergang nicht beru¨hrt. Diese Ausdru¨cke werden natu¨rlich fu¨r P
L
9
R
:
8
L
9
ungu¨ltig, da ansonsten die ¨Uberga¨nge nicht durch den Laser, sondern durch spontane
¨Uberga¨nge
]
]

_

]
]^_
dominiert werden. Wie in Abb. 3.9 dargestellt, verschwindet der
Einfluss der Dipol-Dipol Wechselwirkung in diesem Fall. Die jeweiligen Dipolmomente
der einzelnen Atome werden dann vom Laserfeld u¨berlagert.
Der Vergleich mit den Daten der Quanten-Monte-Carlo Simulationen zeigt auch fu¨r große
Ionenabsta¨nde gute ¨Ubereinstimmung, wobei gerade fu¨r sta¨rkere Laserleistungen auf dem
]
]

_
]
]2^`_
¨Ubergang noch sta¨rkere Auswirkungen sichtbar werden (siehe Abb. 3.7 u.
3.8) . Dies fa¨llt jedoch nicht mehr in den Gu¨ltigkeitsbereich der analytischen Betrachtung,
ein Versta¨ndnis dieses Mechanismus konnte aufgrund der Komplexita¨t der erforderlichen
Mathematik bislang nicht gewonnen werden.
In jedem Falle zeigt diese Betrachtung, dass auch u¨ber Ionenabsta¨nde von mehreren Wel-
lenla¨ngen I
9
, noch Auswirkungen der Dipol-Dipol Wechselwirkung beobachtet werden
ko¨nnen. Die Praxis der Vernachla¨ssigung dieser Terme sollte daher in jedem einzelnen Fall
gut gerechtfertigt sein. Fu¨r die am Max-Planck-Institut fu¨r Quantenoptik verwendeten In 
Ionenfallen sollten mit dieser Konfiguration noch Variationen der Fluoreszenzphasen um

* 
festzustellen sein. Da die La¨nge dieser Phasen sehr genau bestimmt werden kann,
ist die experimentelle Herausforderung im minimal mo¨glichen Abstand der Ionen, sowie
deren Ku¨hlung zu sehen [12].
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Abbildung 3.9: Modifikation der ¨Ubergangsraten in Abha¨ngigkeit der Rabifrequenz ½ I
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Abbildung 3.10: Lebensdauer der doppelt hellen Fluoreszenzphase, Vergleich zwischen Quanten-
Monte-Carlo Daten und analytischen Termen
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Abbildung 3.11: Lebensdauer der einfach hellen Fluoreszenzphase, Vergleich zwischen Quanten-
Monte-Carlo Daten und analytischen Termen
3.5 Ortsaufgelo¨ste Detektion
3.5.1 Grundlagen
Im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt sollen bei den wechselwirkenden Atomen nun
wieder (wie in 3.3) sa¨mtliche ¨Uberga¨nge beru¨cksichtigt werden. Allerdings in Wechsel-
wirkung mit nur einem Laser auf dem schnellen
]
]

_r
]
]^`_
¨Ubergang.
Zu kla¨ren ist in diesem Abschnitt, inwieweit die Quantensprungstatistik der einzelnen
Ionen von der Dipol-Dipol Wechselwirkung beeinflusst ist. Die bisherigen theoretischen
Analysen [52, 101–112] beruhen auf dem Dichteoperatorformalismus und enthalten
implizit die Annahme, dass die Fluoreszenz der beiden Ionen aufaddiert wird. Diese
kommen zum Ergebnis, dass sich die Dipol-Dipol Wechselwirkung auf die Dauer der
Fluoreszenzphasen nicht auswirkt. In Abschnitt 3.3 wurde gezeigt, dass es sich dabei um
eine Konsequenz des Zenoeffekts handelt. Experimentelle Arbeiten liefern dazu bislang
keine eindeutige Aussage [21, 113–115]. Um diese Begrenzung der Ununterscheidbarkeit
der Ionen zu u¨berwinden, ist es entweder no¨tig die Koha¨renzen im Dichteoperator zu
beru¨cksichtigen, was fu¨r das angegebene System nur mit sehr großem Aufwand mo¨glich
ist, oder aber eine Quanten-Monte-Carlo Simulation durchzufu¨hren. In der Tat erweist es
sich als erheblich effizienter, das System mit einer Quanten-Monte-Carlo Simulation zu
behandeln. Der dazu no¨tige bedingte Hamiltonian wurde bereits in Glg. (1.48) angegeben.
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Abbildung 3.12: Dipol-Dipol wechselwirkende Ionen im Abstand  mit sa¨mtlichen beru¨cksichtig-
ten Raten
Weitere Na¨herungen, wie etwa die Vernachla¨ssigung von einzelnen Termen, wie in (3.24),
sind in diesem Fall nicht gerechtfertigt.
Auch hier geht man von einer typischen Quantensprungkonfiguration mit
P
Rfffi
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aus, wobei man daru¨berhinaus noch einen Atomabstand annimmt, welcher der Unglei-
chung
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entspricht. Fu¨r In

-Ionen sind diese Bedingungen ( 	I
L
 '
!
^)(+*
, siehe Abb. 2.9) gut
erfu¨llt. Im Folgenden wird, wie bereits oben erwa¨hnt, bei der Detektion das Fluoreszenz-
licht der beiden Ionen jeweils getrennt betrachtet.
Um nun die langreichweitigste Dipol-Dipol Wechselwirkung auf dem ¨Ubergang
]
]

_

]
]

_sichtbar zu machen, ist es erforderlich, eines der beiden Ionen (o.E. Ion 1) in den metasta-
bilen Zustand
]
]

_
zu bringen. Dies folgt unmittelbar aus der Darstellung des bedingten
Hamiltonoperators (3.10) . Mittels selektiver Anregung durch entsprechende, sehr gut fo-
kussierte, Laserpulse auf Ion 1 ist es mo¨glich diesen Zustand zu pra¨parieren [127, 128].
Befindet sich nun Ion 2 im fluoreszenten Unterraum ,
]
]

_
!
]
]2^
_.-
, so sieht man im Fluores-
zenzbild Ion 2 leuchten, wa¨hrend Ion 1 dunkel ist. Im Folgenden wird gezeigt, dass die
Entwicklung dieses Ausgangszustands Effekte zeigt, welche eindeutig auf die Dipol-Dipol
Wechselwirkung zuru¨ckzufu¨hren sind.
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3.5.2 Spru¨nge und Raten
Das System soll sich zur Zeit /
10
in einem separablen Zustand befinden, in welchem
Ion 1 in Zustand
]
]

_
ist. Ein Vera¨nderung der Fluoreszenz der einzelnen Ionen kann, wie
in Abschnitt 3.3, nur durch einen spontanen Zerfall verursacht werden. Die dafu¨r no¨tigen
Sprungoperatoren sind durch
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gegeben. Die zugeho¨rigen Raten sind:
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Bei der Berechnung der Detektionsraten werden natu¨rlich nur die Zerfa¨lle von
]
]2^`_

]
]

_beru¨cksichtigt, alle anderen Zerfa¨lle ko¨nnen ohnehin nicht gemessen werden.
Klarerweise ha¨ngen diese Raten im Gegensatz zu (3.12) nicht vom Abstand der Atome
ab, da sich jeder der Sprungoperatoren nur auf eines der beiden Ionen bezieht. Das heißt
jedoch keinesfalls, dass der Einfluss der Dipol-Dipol-Wechselwirkung nicht durch Mes-
sungen an den einzelnen Ionen nachgewiesen werden ko¨nnte. Die Dipol-Dipol Wechsel-
wirkung fu¨hrt in der koha¨renten Entwicklung des Gesamtzustands zu einer Verschiebung
der Wahrscheinlichkeitsamplituden fu¨r die einzelnen Ionen und genau dies kann detektiert
werden.
3.5.3 Dipol-Dipol Wechselwirkung und Verschra¨nkung
Eine Konsequenz der Separabilita¨t von Ionenpaarzusta¨nden ist, dass jeder Operator, wel-
cher sich nur auf eines der Ionen bezieht, die Wahrscheinlichkeitsamplituden der jeweils
anderen Ionen unberu¨hrt la¨sst. Daraus folgt, dass separable Zusta¨nde keine Korrelationen
zwischen den einzelnen Ionen zeigen ko¨nnen, sofern die Detektion nur jeweils eines
der beiden Ionen betrifft. Umgekehrt heißt dies wiederum, dass Zusta¨nde bei denen die
Detektion eines einzelnen Ions Konsequenzen fu¨r das andere Ion zeigt, verschra¨nkt sind.
Fu¨r die durch einen Laserpuls auf Ion 1 pra¨parierten separablen Zusta¨nde
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folgt aus der Zeitentwicklung (1.49) mit dem bedingten Hamiltonian (3.10) fu¨r spa¨tere
Zeitpunkte die Darstellung5
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eine Folge der Dipol-Dipol Wechselwirkung auf dem ¨Ubergang
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Wechselwirkung aus (3.10) sofort
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Fu¨r einen beliebigen separablen Zustand
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gilt jedoch nach (1.53) unmittelbar die Aussage:
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Damit ist gezeigt 6, dass der Zustand
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nicht separabel ist, die Dipol-Dipol Wechsel-
wirkung sorgt also fu¨r eine Verschra¨nkung der elektronischen Freiheitsgrade der Ionen.
Der Nachweis von Dipol-Dipol Wechselwirkung ist also, wegen der Verschra¨nkung, durch
die Detektion von Korrelationen zwischen den Emissionen der beiden Ionen mo¨glich.
3.5.4 Signatur der Dipol-Dipol Wechselwirkung
Eine Signatur der Dipol-Dipol Wechselwirkung 7, in den Fluoreszenzphasen der Ionen, ist
also in den Korrelationen der Emissionswahrscheinlichkeiten fu¨r die einzelnen Ionen zu
suchen.
Fu¨r den pra¨parierten Ausgangzustand
;
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aus (3.45) ko¨nnen nach einer Zeitentwicklung
mit den Bezeichnung aus (3.46) folgende Ereignisse mit entsprechenden Raten auftreten.
5Die Dipol-Dipol Wechselwirkungen auf den ¨Uberga¨ngen j
jlkJmon
j
j pRm
und j
j qRmon
j
j prm
wurden wegen des
Limits (3.37) vernachla¨ssigt
6Der Beweis fu¨r Verschra¨nkung durch Dipol-Dipol Wechselwirkung ohne Vernachla¨ssigung einzelner
Terme der Zeitentwicklung ist analog zum hier demonstrierten, allerdings erheblich aufwendiger, da die
Verschiedenheit von Null fu¨r einzelne Wahrscheinlichkeitsamplituden kein hinreichendes Kriterium fu¨r Ver-
schra¨nkung mehr darstellt.
7Im weiteren ist damit immer die einzig relevante Wechselwirkung auf dem
j
j
k
m
n
j
j
q
m
¨Ubergang gemeint
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Abbildung 3.13: Flip in der Fluoreszenzphase. Die Anzahl der detektierten Photonen fu¨r Ion 1
ist mit positivem, die fu¨r Ion 2 mit negativem Vorzeichen aufgetragen. Das Zeitintervall fu¨r die
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Damit folgt fu¨r die Vera¨nderung der Fluoreszenzphasen:
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Fluoreszenzphase nach dem Zerfall Rate
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Abbildung 3.14: Quanten-Monte-Carlo Daten der Flips pro Zeiteinheit D
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Da die Ionen in einem Zustand pra¨pariert werden, in dem Ion 1 dunkel und Ion 2 hell
ist, kann mit der Rate

fi
D
fl)
B
fl)
I ein Flip in der Fluoreszenzphase auftreten. Ion 2 wird
dunkel, wa¨hrend gleichzeitig Ion 1 hell wird. Dies ist eine Konsequenz der Dipol-Dipol
Wechselwirkung sowie der dadurch hervorgerufenen Verschra¨nkung der Ionen.
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Abbildung 3.15: Quanten-Monte-Carlo Daten der Flips pro Zeiteinheit D
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Fu¨r die durchgefu¨hrten Quanten-Monte-Carlo-Simulationen wurde angenommen, dass
nach jedem Zerfall, welcher beide Ionen in einem dunklen oder hellen Zustand hinterla¨sst,
die Ionen neu pra¨pariert werden. Damit werden nur diejenigen Zeitintervalle geza¨hlt, in
denen jeweils ein Ion leuchtet und das andere dunkel ist. Ausgewertet werden muss dann
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lediglich die Anzahl der Flips pro Zeiteinheit. Der Vergleich mit dem durch die Dipol-
Dipol Wechselwirkung gegebenen Parametern
;
;
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ergibt eine sehr gute funktionale
¨Ubereinstimmung.Sowohl Abb. 3.14 als auch Abb. 3.15 zeigen diese Abha¨ngigkeit bis auf
einen Skalierungsfaktor
B
öõ

.
Um diese Abha¨ngigkeit weiter zu untersuchen, wurden mehrere Simulationen im Parame-
terbereich von
U(
U
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ø÷
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ûýü
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I durchgefu¨hrt und die dort gewonnenen Daten an
den analytischen Ausdruck
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gefittet8.
Abbildung 3.16: Skalierungsfaktor H fu¨r verschiedene Relationen
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Das Ergebnis dieses Verfahrens ergibt fu¨r sa¨mtliche Parameterbereiche Werte von
B
ßõ
 
ù
, was die vorangegangene Analyse besta¨tigt. Flips in den Fluoreszenzphasen
ko¨nnen eindeutig auf die Dipol-Dipol Wechselwirkung zuru¨ckgefu¨hrt werden. Angemerkt
sein soll hier auch noch, dass bei der Untersuchung dieses Effekts keine Dekoha¨renzeffekte
beru¨cksichtigt werden mu¨ssen, da es zu keinem Zeitpunkt no¨tig ist Koha¨renzen la¨nger als
D
U
aufrecht zu erhalten.
Zusammenfassend la¨sst sich sagen, dass dieses Verfahren eine neue Mo¨glichkeit bietet
Dipol-Dipol Wechselwirkung in den Quantenspru¨ngen nachzuweisen. Unter Ausnutzung
der, durch die Wechselwirkung induzierten, Verschra¨nkung der beiden Ionen ko¨nnen Kor-
relationen in den Fluoreszenzphasen der beiden Ionen gefunden werden, welche sich als
Flips im Photonenstrom der individuell detektierten Fluoreszenzphotonen darstellen lassen
(Abb. 3.13) [46].
8Dazu wurden die in Mathematica integrierten
”
Least-Square-Fit“- Routinen verwendet.
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4
Photonenkorrelationen
4.1 Korrelationsfunktionen fu¨r 2-Niveau Systeme
Im folgenden Abschnitt soll eine weitere Klasse von kooperativen Effekten untersucht
werden. Wa¨hrend in Abschnitt 3 ausschließlich Auswirkungen der Wechselwirkung
zwischen Ionen auf die Fluoreszenzphasen des Systems untersucht wurden, sollen im
Weiteren Quanteninterferenzen auf Einzelphotonenebene betrachtet werden.
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Abbildung 4.1: Ionenkette aus a¨quidistanten 2-Niveau-Ionen in einer Ionenfalle
Die Analyse wird dabei nicht auf Ionenpaare beschra¨nkt, es sollen auch Ionenketten aus
a¨quidistanten 2-Niveau-Ionen betrachtet werden. In jedem Fall wird von einer koha¨renten
Anregung durch ein resonantes Laserfeld ausgegangen, wobei alle Ionen mit dem selben
Feld wechselwirken. Die Phasendifferenz des Feldes am Ort der Ionen ist demzufolge
konstant.
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Wie in 1.6 gezeigt, ko¨nnen Interferenzeffekte einzelner Photonen mit Hilfe der Korrela-
tionsfunktionen 1. und 2. Ordnung untersucht werden. Aus (1.42) und (1.43) folgt, dass
diese vom Ort der Ionen "$# , sowie dem Ort der Detektoren %&# abha¨ngen. Wie sich im
Verlauf der nachfolgenden Rechnung zeigen wird, besteht eine zusa¨tzliche Abha¨ngigkeit
von der Phasenlage der Ionen im eingestrahlten Laserlicht. Diese Phasenlage kann
u¨ber die Positionen der Ionen, sowie dem Einfallswinkel des Laserfeldes mit dem
Verbindungsvektor der Ionen kontrolliert werden. Im Gegensatz zu Abschnitt 3 ist es
hier no¨tig die Abha¨ngigkeit vom Ort des Detektors explizit zu beru¨cksichtigen, da auf
Einzelphotonenebene die Mittelung der Fluoreszenz u¨ber verschiedene Raumrichtung
nicht mehr gerechtfertigt ist. Diese Art der Behandlung der Detektion ermo¨glicht es,
wie in anderen Zusammenha¨ngen bereits untersucht [26, 112, 131, 132], zusa¨tzliche
Informationen u¨ber das System durch die Detektorposition zu gewinnen. Damit werden
auch Verschra¨nkungseffekte, welche durch die Zustandsreduktion bei der Detektion
hervorgerufen werden, sichtbar.
Im Gegensatz zu fru¨heren Arbeiten [101, 133] werden die Ionen nicht vor der Detektion
in einem bekannten Zustand pra¨pariert, man u¨berla¨sst die Entwicklung der Ionen, bis auf
die Detektion, sich selbst. Das erfordert jedoch die Beru¨cksichtigung der, durch spontane
Zerfa¨lle verursachten, Dissipation. Deshalb wird die gesamte Analyse mit dem Dichte-
operatorkalku¨l durchgefu¨hrt, welcher sich in diesem Fall als sehr leistungsfa¨hig erweist.
Daru¨berhinaus soll zur Interpretation der theoretischen Ergebnisse die Analogie zum be-
kannten Doppelspaltexperiment herangezogen werden. Als erstes soll ein
”
Doppelspalt“
mit 2 unabha¨ngigen Ionen untersucht werden um spa¨ter die Wechselwirkungen zu inte-
grieren und die Rechnung auf Ionenketten auszudehnen.
4.2 Interferenzeffekte zweier unabha¨ngiger Ionen
4.2.1 Mastergleichung und stationa¨re Zusta¨nde
Die identischen 2-Niveau-Ionen mit den Zusta¨nden '
')(+*
und '
'-,*
sollen hier weit genug
voneinander entfernt sein, um Dipol-Dipol-Wechselwirkungen vernachla¨ssigen zu ko¨nnen.
Es gilt also:
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Damit vereinfacht sich die Mastergleichung (1.22) zu:
70
4.2 Interferenzeffekte zweier unabha¨ngiger Ionen 71
L
M
õ 9ONQPSR
5
T
UWV
3
XY8Z [
Ł\W]_^ `ba
_c
]$d
fehgji
Ulk h.c. m M4n
9
5
T
UWV
3
@po
g i
U
g

U
M
k
M
g i
U
g

U
9rq
g

U
M
g i
Uts
m (4.2)
q+Pvu ist dabei, wie in Kapitel1.4, die Rabifrequenz bzgl. des '
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(+*
9w'
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¨Ubergangs und q @
dessen Zerfallsrate.
Fu¨r zwei 2-Niveau-Atome ergibt dies ein lineares Dif- xzy|{
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Abbildung 4.2: Zwei 2-Niveau-
Ionen in der modifizierten
Dicke-Basis
ferentialgleichungssystem aus 16 gekoppelten reellen
Gleichungen, welches jedoch weitgehende Symme-
trieeigenschaften bzgl. der beiden Ionen aufweist.
Diese ko¨nnen sehr gut durch die Konstruktion einer
neuen Basis ausgenutzt werden. Ausgehend von der
Mastergleichung (4.2) kann ein Zustand gefunden wer-
den, welcher nicht mit dem eingestrahlten Laserfeld
wechselwirkt. Dieser wird im weiteren als antisym-
metrischer Zustand '
')
*
bezeichnet. Zusammen mit
dem angeregtem Zustand '
')(
m
(_*
, dem Grundzustand
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und einem symmetrischen, zu '
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findet man folgende unita¨re Ba-
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Diese Basis stellt eine Erweiterung der gewo¨hnlich verwendeten Dicke-Basis [42,134] dar,
da hier neben dem Ionenabstand "4365 auch die Phasendifferenz  der beiden Ionen bzgl. des
eingestrahlten Lasers

integriert wird. Auch die Bezeichnungen des symmetrischen und
antisymmetrischen Zustands weichen von denen der gewo¨hnlichen Dicke-Basis ab. Je nach
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Einstrahlrichtung des Lasers kann der antisymmetrische Zustand dieser Basis sogar zum
symmetrischen der Dicke-Basis und umgekehrt werden. In Abb. 4.2 ist das Niveauschema
des System bzgl. der neuen Basis dargestellt. die geraden Linien sind dabei die Wechsel-
wirkungen mit dem Laser, die gewellten Linien die spontanen Zerfa¨lle. Die Masterglei-
chung vereinfacht sich mit dieser Basis zu einem System aus  k jeweils gekoppelten
Gleichungen. Mit  / õ I
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Dies stellt im Vergleich zum urspru¨nglichen System eine bedeutende Erleichterung dar.
Der stationa¨re Zustand des System la¨sst in dieser Basis folgendermaßen darstellen:
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Offensichtlich gilt damit fu¨r die Populationen bei beliebig starker Laserstrahlung:
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Das entspricht gerade dem statistischem Gemisch an Zusta¨nden, in dem sich beide Ionen
mit der Wahrscheinlichkeit 3
5
im angeregten Zustand befinden. Fu¨r einzelne Ionen ist das
die u¨bliche Sa¨ttigung mit dem Laser, Koha¨renzeffekte der emittierten Strahlung sind dabei
nicht mehr zu erwarten [135].
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Abbildung 4.3: Populationen Ï °8°
0
und Ï °=°¬«¬ des stationa¨ren Zustands Ï °8° in Abha¨ngigkeit der Ra-
bifrequenz  R
Bei schwacher Laserintensita¨t entsteht jedoch, wie in Abb. 4.3 erkennbar, ein Ungleich-
gewicht zwischen symmetrischem und antisymmetrischem Zustand. Diese Differenz wird
sich im Weiteren gerade als Voraussetzung fu¨r kooperative Effekte herausstellen.
4.2.2 Dynamik des Systems und Detektionsschema
Mit Hilfe der Mastergleichung in der Darstellung (4.7) kann nicht nur der stationa¨re Zu-
stand berechnet werden, es la¨sst sich auch eine zeitabha¨ngige Lo¨sung finden. Das heisst,
der Liouville-Operator des Systems kann vollsta¨ndig analytisch bestimmt werden. Da
jedoch der Ausdruck dafu¨r sehr lang und unu¨bersichtlich ist, sollen nur die zeitabha¨ngigen,
fu¨r die Korrelationsfunktionen relevanten Terme des Dichteoperators angegeben werden.
Dazu ist es no¨tig die Form des Dichteoperators nach einer Detektion eines Photons zu
kennen.
Vor der Detektion befindet sich das System im stationa¨ren Zustand, den Zustand nach der
Detektion findet man durch die Reduktion mit dem zugeho¨rigen Operator Ð
C²Ñ
E des Detek-
tors am Ort
Ñ
. Als vom Detektionsort abha¨ngiger Ausgangszustand fu¨r die Zeitentwicklung
folgt damit:
73
74 4 Photonenkorrelationen
M
C²Ñ
E
õ
Ð C²Ñ
E
M
°=°
ÐpÒ CÓÑ
E
¶
Ð
Ò
C²Ñ
E
Ð CÓÑ
E
*
(4.11)
Um Interferenzeffekte der Strahlung beider Ionen beobachten zu ko¨nnen, ist es, wie beim
klassischen Doppelspalt, no¨tig keinerlei
”
Welcher-Weg-Information“ zu detektieren. Der
Detektor darf also nicht unterscheiden, welches Ion das detektierte Photon emittiert hat.
Die zugeho¨rige Zustandsreduktion einer derartigen Detektion am Ort Ñ la¨sst sich gerade
durch den Operator
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mit Ù CÓÑ
E
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"4365 . Aus der Darstellung (1.53) fu¨r den separablen Dichteoperator
folgt sofort die Verschra¨nkungsbedingung:
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m (4.14)
Fu¨r alle Ionenabsta¨nde und Detektionspunkte, welche diese Bedingung erfu¨llen, befinden
sich die beiden Ionen nach der Detektion in einem verschra¨nktem Zustand. Damit ist
gezeigt, dass die beiden Ionen des Systems durch die Detektion eines Photons verschra¨nkt
werden ko¨nnen, wenn nicht bekannt ist, von welchem Ion das detektierte Photon emittiert
wurde. Dieses Konzept der
”
Verschra¨nkung durch Detektion“ wurde auch schon in
anderem Zusammenhang, sowohl in der Theorie als auch im Experiment untersucht und
angewandt [136].
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Bevor nun die zeitabha¨ngigen Terme des Dichteoperators betrachtet werden, sei noch
darauf hingewiesen, dass die Laserrichtung in (4.13) ausschliesslich u¨ber den optischen
Wegunterschied zwischen den beiden optischen Wegen von der Laserquelle zum Detektor
u¨ber je eines der beiden Ionen eingeht. Dies enspricht genau der Abha¨ngigkeit beim
gewo¨hnlichen Young’schen Doppelspaltexperiment.
Nun sollen die fu¨r die Korrelationsfunktionen no¨tigen Elemente des Dichteoperators
zeitabha¨ngig bestimmt werden; dies sind gerade M HHWC²Ñ m¢æ
E
,
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E
,
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Diese Ausdru¨cke liefern sa¨mtliche Informationen fu¨r die weitere Betrachtung der Korre-
lationsfunktionen 1. und 2. Ordnung. Deren Interpretation soll spa¨ter zusammen mit der
Interpretation der Korrelationsfunktionen erfolgen.
4.2.3 Intensita¨t
Die theoretische Berechnung der Intensita¨t an einem bestimmten Detektionspunkt wur-
de bereits mehrfach durchgefu¨hrt [131, 137, 138]. Ausgehend von der Darstellung (1.42)
bleibt die Aufgabe, die dort enthaltenen Erwartungswerte explizit zu ermitteln. Unter der
Annahme, dass sich das System im stationa¨ren Zustand befinden, gilt fu¨r unseren Fall:
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Damit folgt fu¨r die Korrelationsfunktion 1. Ordnung:
MON
3P
CÓÑ
E
õ C

k®ÖW×4ØÙ
C²Ñ
E«E
X
M
°=°
HH
k
M
°8°
%
n
k
C

9
Ö×4ØÙ
C²Ñ
E«E
X
M
°8°
HKH
k
M
°=°
¬«¬
n
õ
q+P
5
R
õ
P
5
R
k
@
5
C

krÖ×4ØÙ
C²Ñ
E«E»÷
CÓ@
5
k
q+P
5
R
E
5
(4.21)
Man findet also Interferenzstreifen in der Intensita¨t des emittierten Lichts, welche geringer
werden, je gro¨ßer die Rabifrequenz des einstrahlenden Lasers ist. Dieser Effekt ist gut
bekannt und wurde auch experimentell bereits untersucht [138].
Die Interferenzstreifen machenn die Analogie dieses Systems zum gewo¨hnlichen Dop-
pelspaltversuch deutlich. Allerdings mit dem Unterschied, dass die Interferenzstreifen
dort nicht bei ho¨herer Intensita¨t des gestreuten Lichts verschwinden. Dies ist aber bei
der Wechselwirkung von Laserlicht mit Ionen sehr gut verstanden, da dort der Anteil
von koha¨rent gestreutem Licht zum absolut gestreutem mit der Intensita¨t des Lasers
abnimmt [39, 135]
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Abbildung 4.8: Interferenzstreifen in der Intensita¨t des von 2 Ionen gestreuten Lichts in Abha¨ngig-
keit der Detektorposition und der Rabifrequenz des einstrahlenden Lasers
4.2.4 Bunching und Antibunching
Um die statistischen Eigenschaften des gestreuten Lichts weiterhin zu untersuchen,
soll als na¨chstes die Korrelationsfunktion 2. Ordnung betrachtet werden. Dafu¨r mu¨ssen
die in der Darstellung (1.43) auftretenden Operatorprodukte explizit berechnet werden.
Nach Anwendung des
”
Quanten-Regressionstheorems“ bleibt davon jedoch nur der
Erwartungswert des Detektors am Ort
Ñ
, unter der Voraussetzung des Ausgangszustands
(4.13), zu bestimmen.
Es folgt:
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Nach Einsetzen der im vorigen Abschnitt bestimmen Terme des zeitabha¨ngigen Dichte-
operators und der erforderlichen Normalisierung folgt fu¨r die Korrelationsfunktion zweiter
Ordnung:
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Diese Darstellung tra¨gt sa¨mtliche Informationen u¨ber Zwei-Photonen-Korrelationen fu¨r
beliebige Detektorpositionen bei beliebigen Zeitabsta¨nden sowie beliebiger Laserinten-
sita¨t.
t=0:
Fu¨r die Wahrscheinlichkeit 2 Photonen gleichzeitig zu detektieren, folgt daraus:
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Verwendet man nur einen Detektor ( Ù
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und damit die Existenz von Detektionspunkten, an denen gebunchtes und solche an denen
antigebunchtes Licht detektiert wird. Dies gilt hier, obwohl nur eine Laserquelle zur
Anregung der beiden Ionen verwendet wird.
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Abbildung 4.9: Interferenzstreifen in der normalisierten Korrelationsfunktion 2. Ordnung in
Abha¨ngigkeit der Detektorpositionen 	 3  und 	 5  fu¨r  R}5G
Wie schon bei Betrachtung der Korrelationsfunktion 1. Ordnung zeigt sich auch hier, dass
die Interferenzen mit steigender Laserleistung verschwinden. Die Koha¨renz des gestreuten
Lichts ist auch hier eine notwendige Voraussetzung fu¨r die Beobachtung dieses Effekts.
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Die zeitliche Entwicklung von
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geht fu¨r beliebige Detektorpositionen
gegen

. Dies ist eine Folge der Normalisierung und besta¨tigt nur die wahrscheinlichkeits-
theoretische Deutung dieser Korrelationsfunktion. Die Zeitskala dieser Konvergenz ist
typischerweise

Û
@
. Je nach Position des 1. Detektors1 zeigt sich allerdings ein qualitativ
unterschiedlicher Verlauf der Korrelationsfunktion.
Im Fall eines einzigen Detektors sieht man je nach Position des Detektors einen ¨Ubergang
zwischen Bunching ( Ù
CÓÑ
E
j
C
q
ã
k

E
ä
) und Antibunching ( Ù
C²Ñ
E
j
q
ãåä
). Es ist also
mo¨glich mit diesem System gleichzeitig gebunchtes und antigebunchtes Licht zu erzeugen.
In klassischen Systemen, in denen die Ungleichung
1Mit 1. Detektor ist immer derjenige Detektor gemeint, mit welchem zeitlich die 1. Detektion durch-
gefu¨hrt wird.
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Abbildung 4.10: Interferenzstreifen in der normalisierten Korrelationsfunktion 2. Ordnung in
Abha¨ngigkeit der Rabifrequenz  R
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gilt [42] ist dies nicht mo¨glich. Es gibt folglicherweise kein klassisches Analogon zu
diesem Effekt.
Die Zeitskala

Û
@ ist in jedem Fall gut auflo¨sbar, so dass dieser Effekt auch im experimen-
tell zuga¨nglichen Bereich liegt.
Bei der Verwendung von 2 Detektoren ist es nicht mehr mo¨glich, von Bunching und Anti-
bunching zu sprechen; die dabei auftretenden Effekte sind jedoch nicht minder interessant.
Die Abbildungen 4.12 und 4.13 zeigen, dass sich, je nach Position des ersten Detektors,
das Verhalten stark unterscheidet. In jedem Fall gilt:
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Damit sind gleichzeitige Detektionen an Detektoren bei denen sich Ù
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unterscheiden verboten, was klassisch ebenfalls nicht zu erkla¨ren ist.
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Abbildung 4.11: Interferenzstreifen in der normalisierten Korrelationsfunktion 2. Ordnung fu¨r
einen Detektor in Abha¨ngigkeit der Zeit Ä Å 
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Abbildung 4.13: Interferenzstreifen in der normalisierten Korrelationsfunktion 2. Ordnung in
Abha¨ngigkeit der Zeit Ä Å  , wobei fu¨r den ersten Detektor Ö	 ×   	 ØÛÚffê5ë  Ü gilt.
4.2.5 Interpretation
Die Interpretation der vorangegangenen Ergebnisse beruht ìzíïî
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Abbildung 4.14: Modifizierte
Dicke-Basis
auf der Analyse der Populationen des Dichteoperator in
der Basis (4.3). Man unterscheidet zwei Emissionskana¨le:
symmetrischer Kanal: ú
úxûüþý
ú
ú ßü ý
ú
ú

ü
antisymmetrischer Kanal: ú
úxûüþý
ú
ú

üþý
ú
ú

ü
Aus der Darstellung (4.21) der Korrelationsfunktion 1.
Ordnung folgt, dass je nach Detektorposition Zerfa¨lle u¨ber
den einen bzw. den anderen Kanal detektiert werden. Die
beiden Zerfallskana¨le ko¨nnen vom Detektor also ra¨umlich
aufgelo¨st und getrennt werden. Wegen der Laserwechsel-
wirkung ist daru¨berhinaus die Wahrscheinlichkeit fu¨r eine
Emission auf dem symmetrischen Kanal ho¨her als auf dem antisymmetrischen; dies fu¨hrt
zu ra¨umlichen Interferenzstreifen in der Intensita¨t. Das resultierende Ungleichgewicht
in den Zerfallswahrscheinlichkeiten ha¨ngt auch von der Intensita¨t des eingestrahlten
Lasers ab; fu¨r beliebig starke Anregung existiert es nicht mehr. Die sich daraus ergebende
Abha¨ngigkeit findet sich auch in den Interferenzstreifen wieder.
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Da der Laser nur mit den Zusta¨nden
ú
ú

ü
,
ú
ú ß ü
und
ú
ú û ü
wechselwirkt, ist die Besetzungs-
wahrscheinlichkeit im antisymmetrischen Zustand ausschließlich auf spontane Emissionen
zuru¨ckzufu¨hren. Um also einen Zerfall von ú
ú

ü
nach ú
ú

ü
detektieren zu ko¨nnen, muss eine
spontane Emission ú
úzûü
nach ú
ú

ü
vorangegangen sein. Photonen auf dem antisymmetri-
schen Kanal werden daher paarweise emittiert. Der symmetrische Kanal zeigt dagegen
ein vo¨llig anderes Verhalten. Die Besetzungswahrscheinlichkeit von ú
úòß ü
ist in jedem
Fall ho¨her als die von ú
úzûü
, deshalb ist das System nach einer Emission mit gro¨sserer
Wahrscheinlichkeit in ú
ú

ü
als in ú
úxßü
. Damit ist die Wahrscheinlichkeit fu¨r eine weitere
Emission aber geringer als fu¨r die erste, man findet also Antibunching. Dies erkla¨rt die
von  abha¨ngigen Interferenzstreifen in Abb. 4.11.
Das Auftreten von verbotenen Richtungen fu¨r gleichzeitige Detektion folgt aus der
Tatsache, dass nach einer Detektion auf dem (o.E.) symmetrischen Kanal die Besetzungs-
wahrscheinlichkeiten fu¨r ú
úzû ü
und ú
ú

ü
gleich 0 sind. Damit kann aber unmittelbar darauf
kein Zerfall auf dem antisymmetrischen Kanal detektiert werden. Dies dru¨ckt sich auch in
der Gleichung (4.25) aus.
4.3 Korrelationsfunktionen und Dipol-Dipol Wechsel-
wirkung
4.3.1 Sub- und Superradianz
Die im vorhergehenden Abschnitt untersuchten Effekte, 
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Abbildung 4.15: Modifizierte
Dicke-Basis mit modifizierten
Raten
ko¨nnen auch unter Beru¨cksichtigung der Dipol-Dipol-
Wechselwirkung der Ionen betrachtet werden. Man
untersucht nachwievor ein Paar von 2-Niveau-Atomen,
jedoch ist ist es in diesem Fall nicht mehr mo¨glich die
Mastergleichung (1.32) des Systems weiter zu verein-
fachen, da diese nicht mehr in den Freiheitsgraden der
individuellen Ionen separiert. Trotzdem gibt es verschie-
dene Mo¨glichkeiten Wechselwirkungseffekte zwischen
den Ionen theoretisch zu analysieren [52, 102, 139].
Fu¨r die weiteren Rechnungen soll die beiden Ionen stets
auf einer Phasenoberfla¨che des Lasers liegen. Die in
(4.3) definierte Basis wird also zur gewo¨hnlichen Dicke
Basis. Die Spontanemissionsraten des symmetrischen und antisymmetrischen Kanals
unterscheiden sich jedoch um die Sta¨rke der Dipol-Dipol-Wechselwirkung. Es gilt:
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Zerfall: Rate:
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
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Diese vera¨nderten Raten ko¨nnen nun auf verschiedene Arten sichtbar gemacht werden. Die
naheliegendste davon ist, mit dem Laser den Zustand ú
ú ßü
zu pra¨parieren und die Zerfalls-
zeiten in den Grundzustand zu messen. Eine andere Mo¨glichkeit ist, das System kontinu-
ierlich mit dem Laser zu treiben. Der stationa¨re Zustand des Dichteoperators mit Dipol-
Dipol-Wechselwirkung kann dann analog zu (4.9) gefunden werden. Es folgt:
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Fu¨r die Strahlungsintensita¨t des Systems findet man damit:
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Da der Laser, wie im vorigen Abschitt beschrieben, ein ¨Ubergewicht der Besetzungswahr-
scheinlichtkeit auf dem symmetrischen Zustand gegenu¨ber dem antisymmetrischen Zu-
stand erzeugt, findet man damit die ebenfalls ho¨heren bzw. niedrigeren Emissionsraten
auf diesem Kanal in den Interferenzstreifen wieder 4.16. Daru¨berhinaus bleibt aber auch
zusa¨tzlich der Einfluss der Dipol-Dipol Wechselwirkung auf die Gesamtemissionsrate des
Systems. Dieser Effekt der erniedrigten bzw. erho¨hten Gesamtemissionsrate wird auch als
Sub- bzw. Superradianz bezeichnet. Wie schon im vorhergehenden Abschnitt dargelegt
verschwinden auch in diesem Fall die Interferenzen mit steigender Laserleistung, auch die
Auswirkungen der Dipol-Dipol Wechselwirkung sind dann ebenfalls nicht mehr existent.
4.3.2 Bunching und Antibunching
Aus dem Ausdruck (4.28) la¨sst sich unmittelbar auch die Korrelationsfunktion 2. Ordnung
fu¨r die Zeit |o}0~ herleiten. Es folgt mit den dimensionslosen Gro¨ßen
ß
~
;Aw

T
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
n
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
:
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Abbildung 4.16: Einfluss der Dipol-Dipol Wechselwirkung auf die Interferenzstreifen

n
T
p
<bqC¤¥
¦
q
T
¥
w¦
F
~
ß
T
@B>OŁdŁO<s;§@B>OŁdŁF
;<
ß
@Bv¨xiz©{<bqC¤WFHF¨<
ß
@B>OŁdŁª@<«Pª@
ß
>OŁdŁ Fwv¨xiz©{<bq
T
FWFo¬
­
PS@a>OŁdŁO<bv¨xiz©{<bqC¤WFt@Bv¨xiz©{<bq
T
FWFt@Bv¨xiz®{<bqC¤HFwvyxiz©{<bq
T
Ft@
¯
P=JL>
T
ŁdŁ
z
f±°
{w<?qC¤HFwz
f±°
{<bq
T
F² (4.30)
Selbst bei sehr kleinen Atomabsta¨nden im Bereich einer ¨Ubergangswellenla¨nge werden
die Interferenzen in den 2-Photonenkorrelationen nicht sehr stark beeinflusst. Es zeigt
sich zwar, dass sich die Form der Interferenzstreifen mit der Sta¨rke der Dipol-Dipol-
Wechselwirkung vera¨ndert, die Gro¨ßenordnung des Gesamteffekts variert jedoch kaum.
Fu¨r gro¨ßere Atomabsta¨nde ist der Einfluss der Wechselwirkung zwischen den Ionen im
Vergleich zu den Interferenzen von vo¨llig untergeordneter Bedeutung. Die Zeitabha¨ngig-
keit, welche fu¨r diesen Fall nur numerisch bestimmt werden kann, zeigt ebenfalls nur gerin-
ge Abha¨ngigkeit von der Dipol-Dipol-Wechselwirkung. Die wesentlichen Effekte werden
davon nicht beru¨hrt.
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Abbildung 4.17: Einfluss der Dipol-Dipol Wechselwirkung auf die Interferenzstreifen in der Kor-
relationsfunktion 2. Ordnung fu¨r einen Detektor
4.4 2-Niveau-Ionenketten
4.4.1 Vom Doppelspalt zum Gitter
Die Analogie vom Doppelspaltexperiment zu den Interferenzeffekten in der Resonanz-
fluoreszenz zweier Atome soll nun auch auf mehrere Atome ausgedehnt werden. Da
in Ionenfallen inzwischen nicht nur Paare, sondern auch eine gro¨ssere Anzahl von
Ionen (aufgereiht in kristalliner Form entlang einer Achse) stabil beobachtet werden
ko¨nnen [12, 128], ist es auch experimentell interessant, inwieweit sich die Resonanzfluo-
reszenz einer Ionenkette mit den Interferenzen eines Gitters vergleichen la¨sst.
Die Reduktionsoperatoren fu¨r einen Detektor an der Position q werden dann analog
zu (4.12) als Operatorsumme der Reduktionsoperatoren fu¨r die einzelnen Ionen konstru-
iert. Fu¨r ein System aus N Ionen findet man2:
Æ
<bqrF
~Ç0È
¤
É Ê ËÌrÍyÎ
Ê¨Ï\Ð
È
Ê
(4.31)
Unter Ausnutzung der Erwartungswerte
2wie in (4.12) nimmt man auch hier an, dass der Abstand der Ionen zu Detektor erheblich gro¨ßer ist, als
der Ionenabstand, d.h. das Fernfeld des Fluoreszenzlichtes wird betrachtet.
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(4.34)
findet man durch Induktion fu¨r die Korrelationsfunktion 1. Ordnung:
m n
¤
p
<bq/F
~
<sÙ=JÚPFtÛPS@ÝÜÞ<EÙßJàPFy<«P=Jav¨xiz©{<bq/FWFCJÞvyxizá<EÜâ{<bq/FWF¹ã
Q
Ù
T
z
f±°
T
<E{<bq/FWäi;iF«F
(4.35)
Die Analogie des ¨Ubergangs vom Doppelspalt zum Gitter auf Ionenketten zu u¨bertragen,
ist also fu¨r die Intensita¨tsverteilung sehr naheliegend. Fu¨r mehrere Ionen zeigen sich
augepra¨gte Haupt, sowie Nebenmaxima, welche exakt denen eines optischen Gitters
entsprechen.
Wie schon bei 2 Atomen sinkt jedoch der Kontrast der Interferenzstreifen mit zunehmender
Intensita¨t des eingestrahlten Lasers; auch bei mehreren Atomen ist dies eine unmittelbare
Konsequenz des ho¨heren Anteils inkoha¨rent gestreuten Fluoreszenzlichts.
4.4.2 Korrelationen 2. Ordnung
Zur Berechnung der Korrelationsfunktion 2. Ordnung sind die in der Definition (1.43)
auftretenden Operatorprodukte zu bestimmen. Da die Berechnung hier nur fu¨r |o}å~æ
ausgefu¨hrt werden soll, reicht es aus, die Erwartungswerte
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(4.40)
zu kennen. Damit kann die Korrelationsfunktion 2. Ordnung auch fu¨r beliebige Atom-
zahlen analytisch berechnet werden. Es war jedoch bislang nicht mo¨glich, eine der
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Abbildung 4.18: Auftreten von Haupt und Nebenmaxima in der Intensita¨t des von einer Ionenkette
emittierten Lichts.
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Intensita¨tsverteilung (4.35) vergleichbare geschlossene, explizit von der Ionenanzahl Ü
abha¨ngige Form zu finden3. Zudem ist die analytische Form von MNPORQ fu¨r Atomzahlen
gro¨ßer als 4 sehr umfangreich, weshalb hier nur die Ergebnisse fu¨r drei und vier Ionen
angegeben werden.
Man findet:
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3Die dafu¨r no¨tige Kombinatorik ist trotz der scheinbaren mathematischen Einfachheit des Problems nicht
trivial
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Wie bei der Korrelationsfunktion 1. Ordnung treten auch in der Korrelationsfunktion 2.
Ordnung wieder Haupt- und Nebenmaxima auf. Der ¨Ubergang zu komplexeren Interfe-
renzbildern folgt auch hier erwartungsgema¨ß dem Analogon des ¨Ubergang auf ein Gitter in
der Optik. Daru¨berhinaus findet man, wie schon bei Ionenpaaren, Raumrichtungen, in die
gebunchtes und solche in die antigebunchtes Licht emittiert wird, was die nichtklassische
Natur dieses Effekts auch fu¨r gro¨ßere Teilchenzahlen unterstreicht. Bemerkenswert ist
zudem, dass auch hier wieder die Atome durch die Detektion verschra¨nkt werden, was auf
verha¨ltnissma¨ssig einfache Weise die Beobachtung von Verschra¨nkungseffekten mehrerer
Teilchen ermo¨glicht. Auch im Hinblick auf die Micromaserphysik, wo ebenfalls die
Verschra¨nkung vieler Atome untersucht wird [140], ist dies ein interessanter Aspekt.
In Zukunft liegt nahe in diesem Zusammenhang zu untersuchen, ob diese Art der Ver-
schra¨nkung nicht auch die selektive Anregung von Bewegungszusta¨nden ermo¨glicht. Dies
wa¨re auch fu¨r die effiziente Ku¨hlung von Ionenketten bei der Realisierung eines Quanten-
computers von Bedeutung [141]. Gerade die hier ausgenutzten Symmetrieeigenschaften
sind den Anforderung an Bewegungszusta¨nde beim sympathetische Ku¨hlen sehr a¨nlich
[142].
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Abbildung 4.19: Auftreten von Haupt und Nebenmaxima in der Intensita¨t des von einer Ionenkette
emittierten Lichts.
Zusammenfassend la¨sst sich sagen dass die Photon-Photon-Korrelationen von Ionenketten
eine Reihe interessanter Aspekte zeigen, welche gerade bei den aktuellen Fortschritten
beim Speichern und Ku¨hlen von Ionenketten auch experimentell zuga¨nglich sein sollten.
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